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Hoofdstuk I. Algemene Stellingen

ax.
i

dat.

Definitie. fi(t, Xis Xps eees Koy ooy xn) i=1,2,..0,n.

2° i

&
at

vf(’t ,jX) .

X(t) = vector met n componenten x1(t) oo xn(t).
t = reéle variabele (meestal de tijd).

f = vector met n componenten fi'

-1, a% -1, a*"
Voorbeelden. gn(t, Vs ¥'s eees ¥ ) + gn_1(t, Vs T's coes ¥ ) ——5:% +
dat

at”
+ ¢ 09 g0y=F'
dn-1
= H ' o= " = e e = ] -
Stel y x1, y x2, ¥ | x3 g;ﬁ:¥ xn, dus equi
valent met systeem van n-vergelijkingen
dx
k-1
= = %% (k#n),
dxn
at fa
s a%y 2 | ay
Vergelijking van Van der Pol: + u(y==1) +y =0.
2 dt
dt
a> 3
Vergelijking van Duffing: ——% + y + uy” = uh cos wt.
dat

Definitie. Als £, niet van t afhangt, dus £, = fi(x1, cens xn), dan

heet het systeem sutonoom, Bijv. vergelijking van Van der Pol.

d;
Yy =X E%-= x2 dus:
dx
2 _ 2
g = - ouly - g - x,
dx



Definitie lineariteit. Systeem is lineair, als fi een lineaire functie

is van de variabelen Xy eee X0

Homogeen lineair systeem. fi =0 als Xy vee X = 0.

Eig. homogeen lineair systeem. fi(t, AR) + fi(t, WX = fi(t, AE + X )

fi(t, Ag;) = xfi(t,x:).

Conclusie. Als X een oplossing is, dan is AX ook een oplossing.

As % en £ oplossingen zijn, dan is A+ uX* ook een

oplossing. Het sunerpositie principe. Dit  geldt niet bij

niet~lineaire systemen.

Fas

Berekening superpositie principe. %%( = f(t, 55().
B
4 I,
%"’f;” = f(t, K )c
‘~‘ éﬁ* ~ " ~
VB s (e, 3+ urle, X)) = £, 2 + £le, wd) =
= 2(t, 2k + uX) = & OX+ 030,
Voorbeeld. o+ w‘?-}{ =0 X=cos wt, x = sin ut

¥ = A cos 4 + B sin at.

Ter herinnering. Lineaire vergelijkineg  van de n-de orde {dus systeem

van n vrijheidsgraden) bezit n lineasir onafhankelijke

oplossingen. Hierop wordt nog nader teruggekomen.

Continuiteit van £i0 (Nemytskii en Stepanov)
Neem t = Xy Bij veronderstelling is £, Lipschitz-

continu in de variabelen Xy eoe Xpo DeWoezo



]fi(xo,

> ke
x1, se0oy xp,_..., Xn) - fi(xo, esoy xp, ssoy Xn)l ikixp - xpl

voor ]x - i*l < 6.
D b

Hieruit volgt:

a
X

> a ¥
lfi(xo e s e Xn)—fi( Ocoo x:)lik. z Ixm"xmlslxm_x: <6*¢

mn=0

Opmerking. Existentie van oplossingen kan worden bewezen onder zwakkere

Normen.

condities, maar existentie en eenduidigheid vereisen Lipschitz-

continuiteit.

(Roseau)
Wij hebben te maken met vectoren met n componenten. De grootte
meten wij met een norm, per definitie
n
il = 1 Ix,

m=1

(Merk op dat dit niet de gebruikelijke vectornorm \}Z x? is.

Deze is hier eenvoudiger en handiger).

Eig. [|X]| =0 <= x = 0.

8w x @ e @)
lax|| = Ja| |[x]| a€C.

Ook:
] xaell < | 11l las.
fi(t, Xys oo xn), i=1,.e0,n, zijn weer op te vatten als
n componenten van een vector f, elke component is functie van

n+1 variabelen.

. Dus, de continuiteits conditie is als volgt:

n
el = I Iz

i=1



le(t,x) - 26,8 || < &|[% - ¥7|
voor | |% -_¥*1| <8 (tatove. xi)
|| £(tg5%) = £(6+T,8)] | < kT (tea.ve t)

voor || < 8.

Existentie stelling.

(Roseau)

Neem willekeurig "pun@"~xg0}'&xéQ)Lgﬁgﬁrﬁus const. beginwaarden).

Definider een rij als wvolgt:

(1)
g%%—— = f(t,X(O)) m.b.j. X(1)(t0) = X(O)

L]

'(n+1) |
dth = f(ﬁ,X(n)) m.b.y. X(n+1)(to) - X(O)

Dit is equivalent aan:
. .t , }
x(1> = x(o) 4 J fty X(o)iﬁr \
, to _ methode van

»

> successieve

£

X(n+1)(t) 250, Jt e, X(n>(r))dr approximaties.
t /

0

Beschouw X(1):

t
D - O < [ Heex® ar.
t

0

Wij voeren in

M= Sup llf(t_;xm.

te (pq,to+T)

EESUIRE
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Dan is - xO)) < w8y,

2l

Kies nu ]t-t0| <=<T dan geldt

[ - ) < .

(n)

Wij zullen eerst aantonen dat dit ook geldt voor willekeurige X

_ t ‘
Hx(n’”) - 'X(O)H _<_J £(t, X(n)(T))dT.

to

Stel ||X(n) - X(O)H <4, dan volgt
1 _x O] cmget ) <a a1s fe-tg] <3

Dus (met volledige inductie) is deze eigenschap geldig voor iedere n.
Er bestaat dus een tijdsinterval, Zodanig dat X n) binnen de bol met
straal 4 blijft. '

Beschouw nu:

rt -
Hx(n+1) - X(n)H < J |]f€T,X(n)(T)) - f(T’X(n_“)(T)‘)HdT
t i
6]

~

Hx(n) _ X(n-1)| |< 2d; als nu 24 < &, dan volgt
t
HX(n+1) _ X(n)H <k j ||X(n) _ X(n-1)| lat.
%o
Wij hadden al
||X(1) _ X(O)H < M(t - to)

(t - t.)°
dus HX(Z)»" X(‘l)” <M i 5 0

n+1
(t - to)

~n °
k W (met volledige

indﬁctie) .

) @) <y



X(n) = x(0) . EX(1) _ X(O)] b+ Ex(n) _ X(n—1)].

'De reeks rechts wordt term voor term gemajoreerd door een uniform

convergente reeks, dus

lim X(n) bestaat, = X(t).
oo

Pit zijn dus n reeksen voor @ componenten. Elke éomponent wordt gemajo-

reerd door de vectornorm.

Door limietovergsng (en wegens de uniforme convergentie)

+
X(t) = X(O) + J £(t,X(t))ar.

%o
Dit is equivalent met
ax _ | | = x(0)
= = T(t,X) X(t,) = X7,
Existentie is aldus (constructief) bewezen.
Eenduidigheid. (Roseau)

Stel Y(t) een andere oplossing
t
Y(t) = X(O) + j f(t,Y(r))dr,
o

Voor t—to voldoende klein

) - x40 < a.

Nu:
t

D vl < [ e ® ) - st e

to
daar
Hy - X(O)H“id en Hx(n) - x(@)H < d, geldt



T

(n)

||X - Y]] < 2d. Er volgt voor 24 < 8

~ (t
D vl <k ™) vl
%o

(1)

[ - v ] < ® ats - )

11x2) - x| < #2q —50—

o (b=t )"
| - )] <0 ¥ e
Dus
1im | |x¢®) Y|| =0 dus X =
n-re
Autonoom systeem. (Minorsky)
Lagt nu £ = £(X).
. N
x(1) 2 x(0) J £(x{®)ar
t
0
=XW)+fDJm)F(t¢O)=x“)&4%L
Voer in E=t = tO; dan geldt dus X(1) = X(1)(£).

stel daat x) = x(®) ()

t
x(o+1) 40 J f(x(n)(r-to)}dr

o

g
<o) _ g(0) | J (x™) (gn)jaer = x ) (e),

Dus X(n) = x(n)(g) voor alle n, en bijgevolg

1im x(®)
n-e

= X =X(g) = X(t - to).
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(0) als parameters.

(0)y 5 -

"‘1’ LI Y n.

Baankromme . X = X(E,X(O)) met £ en X
Immers, wij hebben xi(a, X

Door £ te elimineren verkrijgen wij in de n-dimensionale
X-ruimte een parametrische verzameling (X(O)) van n-l.di-
mensionale oppervliakken. Gegeven X(O) - fix# 1is zulk een
oppervlak, de volledige verzameling van alle toestanden
die het systeem ooit kan aannemen, als het eens door X(O)
gaat. Uiteraard is de zaak slechts overzichtelijk in 2
dimensies.

X5 (0)

/ |

Het is een gevolg van dé eenduidigheidsstelling, dat door

elk punt X(O) één en sleghts €én baanoppervlak gaat.

Verg. systeem van baanopperviak.

Kies bijv- xi(t) ‘= xi [x1 (t)]

dx. dx. dx
1 1 1

at = ax, &
Er volgt:
dxi
f1(x1 o0 @ Xn ?‘;-=fi(x1 o8 n Xn), 1=2, sve g N

1

Er volgt dat inderdaad de oplossing eenduidig is voor elk gegeven
ﬁgo), x§o). (Wij veronderstellen hier niet alle fi gelijk aan nul. Deel

door f,, voor f1 # 0. Als f1 = 0, dan moeten wij een andere variabele

1
kiezen. )

&



Reguliere en singuliere punten.

(s)

In de X=-ruimte noemen wij het punt X singulier als

(

fi(xgs), iees xns)) =0 voor alle i = 1,2,...,n.

Anders is het punt regulier.
- dx.

In een singulier punt hebben wij EEL = 0, voorts is

X(t) = X(s) een oplossing.
(s) .

de enige oplossing

Uit de eenduidigheidsstelling volgt dat X(t) = X
is die ooit door het singuliere punt gaat.

Dus: singuliere punten zijn stationnaire punten.

Conclusie. Een singulier punt is een baanoppervlak dat tot &&n punt is
gedegenereerd. v

Daar door elk punt van de X-ruimte &n en slechts &&n baan-

oppervlak gaat, gaat door het singuliere punt slechts het
oppervlak dat uit dit punt zelf bestaat.

Opl. X(t) met een beginwaarde die niet-singulier is kan in

eindige tijd het singuliere punt niet willekeurig dicht

naderen.

Echter, voor elk punt van de X-ruimte (binnen het continui-
teits-gebied) bestaat een eenduidige oplossing, dus door elk
punt gaat een baanoppervlak. Dus ook willekeurig dicht bij

singulier punt. Het kan dus gebeuren dat

1im X(t) = x5) o 1lim x(t) = x(8),

4 >0 t w0

In het eerste geval spreken wij van stabiel singulier punt,

in het tweede geval van instabiel singulier punt.

Het is overigens niet noodzakelijk dat lim X(t) een singulier punt is.
; t+:f’°°
Een andere belangrijke klasse van limieten is die van de periodieke

oplossingen (zie later).

Samenvattend. Singuliere punten zijn mogelijke evenwichtstoestanden.
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Hoofdstuk II. Baankrommen in X2. Singuliere punten

Definitie. Voor een autonoom systeem met n = 2 hebben wij:

dx dx

1 - . 2 =
7 = LX) 3 COPENE

dx1 dx1 dx2

dt dx2 dat

x1(t) = x1(x2)

dx, ) f1(x1,x2)
dx2 fg(x1,x2)

Verg. van de baankrommen:

Iineaire differentisalvergelijkingen.

= +
f1(x1,x2) ax, bx,

f2(x1,x2) = cx, + dx
Singulier punt is X, = 0, x, = 0.

Transformatie: £ = ox, + Bx2

= +
n Yx1 6x2

aE

= = u(a,x1 + bxe) + B(cx1 + dx2) = >\1(ax1 + Bx2)

dn _ =

i y(ax1 + bx2) + 6(cx1 + dx2) = A2(7x1 + ze)

oa + Be = oA, =0 Cya+8c - YA, =0
ab + B4 - BA1 = 0 Yb + 64 - sz =0
(a ~ A1)a +cB =0 (8 = Az)y'+ e =0

+
)
o

Yo + (d = A1)B = by + (4 - Ae)é =0
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(a -A)@=~A) =be =0 ~» )\2-(a’+d))\+(ad-bc)=0

Karakteristieke vergelljking

a b
Wij veronderstellen D = # 0, want als D = O dan is
c 4
f1 = uf2 en zijn de vergelijkingen niet onafhankelijk.

Moo ® ifa +4a j-_;\/(a+c1)2 - W(ad-be)].

Er volgt een canonische vorm:

dg ' dn _
& - Mt Ry
ALt At
- 1 _ 2
£ = c1e n = c2e
1. Knooppunt, node.
(a—l—d)2 > h(adwbe) +-A zijn reéel’; — >0
1,2 X,

(Dus gelijk van teken)
A

N -
a 1t 1
Egtzwx# E @+ g = C‘nlu met u = FU
5 2
2
O<u<1
n
(b)
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Richtingsveld.

o
(=}
(3
[
i}
(0]
w

(a) At

Analoog bij (b) en (c).

(a), (b) Ontaarde knoop, improper node.

Karakteristiek voor deze singuliere punten is: alle baankrommen
(pehalve 8én gedegenereerde as) naderen de oorsprong met een wel

gedefinigerde richting (voor t. = +» of t - -},

(e) Proper node. Elke kromme heeft een eigen wel gedefini&erde richting.

Gegeven een richting, dan hoort er een kromme bij.

Opmerking. Gaan wij nu terug naar Xys X, dan worden de baankrommen iets
vervormd, maar behouden de bovenstaande karakteristieke
eigenschappen. Het kan echter gebeuren, dat wij van een

"sroper" op een "improper' type overgaan.

Voorbeeld. Beschouw b =0, a =4d.
dx
1 2
——— — + N
at Fr B
Dan 1s X1 = Az en u = 1.
at _ at
x, =C.pe x, = (02 + cC1t)e .

Neem bijv. a < O, X, > 0 als t > +w,
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dax

X
—2 = S4 _§_= €4 £ + ¢t =+ + o, afhankelijk van teken van c.
dx1 & x, a ¢, —
Neem bijv. ¢ > 0. Xx,. =0 als t =~ .
2 cc

Dus een improper node

“van een vervormd (nieuw)

type.

Samenvattend. Voor een knooppunt naderen de baankrommen de oorsprong

voor t » + « met een wel gedefini&erde richting.

2. Zadelpunt, saddle.

A
.. . 1
Ay, 2ln recel; X, S0 (dus verschillend van teken)
A
u=-)\-1—<0 g=*~C{n|"|“l.
2
i
Pijltjes corresponderen met
A1 > 0, A2 < 0.
A In het andere geval pijlen
omkeren.
P “ n

2]

Kenmerk: Gegeven een omgeving

van singulier punt S. Met uit-

zondering van de gedegen.krommen
verlaat elke baankromme deze om- :

. » geving in eindige tijd.
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3. Spiraalpunt  brandpunt, spiral, focus,

A2

. . > . %
zijn complex geconjugeerd: A1 b = A+ dws A # 0.
9

Aangezien £ en n dan complex zijn, is het prettiger terug te gaan naar

x, en X,. Beschouw:

eerde richting.

Kenmerk: Elke bsankromme

1 2
i o= 2%, 4+ =2 b
31 = x1 wx2 a =
# ko :
Xy = X + A x2 ¢ = = d
)\1 - = %Eex*i \/h)\*z - h()f)(-2 + mz)] = A*i iw inderdaad.
2
o 2. .2 x
Voer in: X, =1y cos ¢ X, = r sin ¢3 r = X + X, ¢ = arctg — .
2 1 2 X,
dx
i =.9£ cos ¢ - ¥ sin ¢ QQ—= x*} cos ¢ + wr sin ¢ cos ¢ sin ¢
dat dat dt
dx
2 _ & a *. i ;
T 3t sin ¢ + r cos ¢ . C Cwr cos ¢ + A r sin ¢ sin ¢ cos ¢
ar _ . a
& - AT T er
e
At _
r = C1e ¢ = =-wt + C2
Pijlrichting correspondeert
met A~ < 0. Voor A~ > O pijl-
richting omkeren.
b4

nadert oorsprong voor t =+ « of

t > -, maar zonder gedefini-
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L, Centrum;?Werve;punt, center, vortex point.

A = 4 i
1,02

volgt ommiddellijk wit voorgaande.

1

Kenmerk: Elke omgeving van oor-

sprong bevat oneindig veel ge-

sloten baankrommen.

Stelling. Singulier punt is limiet voor alle baankrommen voor t - =
den en alleen dan, als de reéle delen van de wortels van de

karskteristieke vergelijking negatief zijn.

Stabiel singulier punt.

Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen.

L

dx f

1 _ s . t1,2
T = axy t bx2 + f1(x1, x2) lim 0

r+0

dx

2 -
—— = + +
T cx, dx2 f2(x1, x2) D#0

Stel fT = f; = 0 .+ per definitie gelineariseerd systeem.

Vraag: Is karakter van singulier punt van gelineariSeerd systeem het-
zelfde als dat van niet-lineairr systeem?
. . * * - - e o - °
Intuitief: ja! want f. enf,. zeer klein. In feite zijn er in sommige

1 2
gevallen moeilijkheden.
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Definitie. Singulier: punt, welke limiet is van een (niet gedegen)
familie baankrommen voor t -+ @ of t - - noemen wij een

limiet-punt.

Knooppunten en spiraalpunten zijn limietpunten, zadelpunten en centra

zijn het niet.

Definitie. Stabiel limietpunt is een limietpunt voor t ~ ®

Instabiel limietpunt is een limietpunt voor t - -«.

Stelling. Als X, =%, = 0 limietpunt is voor gelineariseerde verge-
lijkingen, den is het ook limietpunt voor niet-lineaire

vergelijkingen.

Opmerking: De meer algemene versié van deze stelling zullen wij later

ontmoeten in het Poincaré-Liaspounoff theorema.

Bewijs. Beschouw eerst Re (A1, 22) < 0. (Stabiel knooppunt of spiraal-
punt ).

3
at

kol
A+ f1(€,n)

dn ke
at }\zn + fz(gsn)'

Noem £ = £1, n= £y dan volgt in vectorvorm:

ag.
1 >
7o = MEs * Ti(E08))
At t Ai(t-r) - ,
e, =g (0)e b + JO S ETEN e, (1), gy (1) ar

Aangezien Re(li) < 0, bestaan er reéle getallen k > O en o > 0

zodanig dat
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Er volgt:

t

-0t =0 (t=T) |.3¢
|gi| iklgi(ﬂ)le +kj e ]fildr.

0

Gegeven € > 0, dan bestaat er § > 0 zodanig dat

1711 < 11e]

. %- voor ||&|| <8 (uit fund. hypothese
blz. 15)s

stel ||g(0)]| < 8. Wegens continuifeit bestaat er een interval (0,t)
zodanig dat ||&]|] < 6.

Er volgt:
t
el < xllg@ 17 + e [ &g
0
ot t at
el <kllg@|] + e | e le]far.
0
Bewering: )
™ lel| < xlle0)]]e".
Demonstratie:
1 t
mec Hell = v(t)
an
P(t) <1+ ¢ J v(t)ar
0
Jo p(t)at = ¢ = a—t—f_1 + €Y
3¢
Qey
s 11 d & ¥
———x 2 Es52r In(1 + ey ) < e,ln(1 + ep ) < et
1 4+ ey
1+ ew*'j_eEt.
Dus

¥(t) < e°F.
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Wij hebben dus:

el 5.kll£(o)11e“(°'€)t.

Wij kunnen € zodanig kiezen dat ¢ - € > 0. Dus:
Als in den beginne ||g]| <.8/k zodanig dat e §_§-115|| en
o > ¢, dan blijft |lel] < 6 te allen tijde en

1im ||g]| = 0.
1 -»o0
Als nu Re (A1,A2) >0 (Instabiel knooppunt of
spiraalpunt)
dg.,
e >
rradl L L)
» 985 * .
toE - Ir.|g, = £ en dit is juist het geval, dat
ﬁ&f 171 1

wij hiervoor hebben onderzocht.

Tn feite hebben wij dus het volgende bewezen:

Als O stabiel limietpunt is van gelineariseerde vergelijking, dan bestaat

er een omgeving S(0) zodanig dat voor £(0)& S(0), lim & = 0.

1,00
Als O instabiel limietpunt is, dan geldt het bovenstaande t.a.v. .
lim &,
1~ remc0

Voor instabigie limietpunten is formele resultaat als volgt:

el < xllg(o)]]em (o) =%)

geldig voor alle t < O, onder de veronderstelling dat bij gekozen
) . > £

e <o 15| <2 zodmniz ast |1£7] < £ |lell.

Wij hadden uitersard een andere tijdsoorsprong kunnen kiezen

=(o=e) (=(t~t;))

el < xlletegdle St < by
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ot
Veronderstel nu Ilg(to)ll < ¢ en beschouw t1 < to

e ) < [leteg) ]

M.a.w. Er bestaat een kleine omgeving van de oorsprong IIEII < &

zodanig dat indien voor twee tijdstippen t_. en tys t. > t, geldt

0 0 1

gl | < &
dan geldt tevens

et 1] > [1gte ] .

Conclusie: Karakter van limietpunten t.a.v. gtab. wordt weergegeven
door gelineariseerde vergelijking.
Het enige dat dus zou kunnen gebeuren is dat gelineariseerd knooppunt

overgaat in spiraalpunt en vice versa.

Stelling. Als O een spiraalpunt is voor gelineariseerde vergelijking,

den is O ook spiraalpunt voor niet-lineaire vergelijking.

Opmerking: Wij weten reeds dat O een limietpunt is. Dus r > O voor
t -+ 4 o,

Wij gaan nu over op polaire codrdinaten, als op blz. 1k,

X, =r cos ¢ x2 =y sin ¢
gﬁ_=_ _ R > e
r at wr sin ¢ f1 + cos ¢ f2
£ £
8 - sin ¢ —- 2
at w sin ¢ - + cos ¢ gl
£1.2
Neem stabiel limietpunt: r + 0O —;4— + 0 als t + =,
DuS limgi=-‘w- ¢="'wt"'€a
dt
10

Opmerking. Knooppunt voor gelineariseerde vergelijking kan een spiraal-

punt blijken voor niet-lineaire vergelijking.
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Voorbeeld:

& .
at

g_ i .i]l:-n." g °

. > at
log\/ggi:fgi 1og\/g§_:_;§

Gelineariseerde vergelijking geeft een "proper node". Niet-lineaire

termen voldoen san de veronderstellingen.
Ga nu over op polaire codrdinaten.

E=rcos¢ 3 n=rsind

ar

dar . a¢ fr sin ¢ .
at cos ¢ r sin ¢ s = - 17 cO8 ¢ ,"ESE—;_ cos ¢ gin ¢
+ =
dr . a¢ . .r cos ¢ . . |
3t Sin ¢+ r cos ¢ Frialidid sin ¢ + Tog T sin ¢ cos ¢ |
'g-'-x:-:.,r‘ r_ﬁ;ql___ r
dt ? at  log r
a¢ _ 1

at logec, -t

r = ¢1e*t, ¢, =T,
1

= e . = o+ - .
) log(t - log c1) + ¢, met ¢, ¢0 log(to log ro)

Dus een spiraal diealpmsar sneller draait.

Resum€. Indien gelineairiseerde vergelijking limietpunt oplevert,
dan is dit inderdaad een limietpunt voor niet-lineaire
vergelijking met korrekt karakter t.a.v. staBs Slechis
in geval van knoop voor gelineariseerde vergelijking kan een

type-verschuiving naar spiraalpunt optreden.

Zedelpunt. Kenmerk van zadelpunt was, dat met uitzondering van n-as,
geen enkele kromme O tot limietpunt had.
Bfi
Stelling. Als - bestaan en continu zijn in 0 < r < ry, en O een
zadelpunt is voor de gelineafiseerde vergelijking, dan
bestaan er voor de niet-lineaire vergelijking, behalve de &&=
depenerserde, geen baankrommen, die O tot limietpunt hebben.
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ag
21 _ s
T = A8 (8,8,
A > 0.
ag
2 _ ¢
T = ~AE, * f2(§1,€2)
At t A=) 3¢
£, = 51(t0)e + J e f1(T)dT (1)
t
0
=\t t =A(t=T) 3¢
g, = Ey(tgle ™ + e £,(t)d (II)
t
0
Veronderstel |l£l| <6 |le < e|£1] lf:1 < elg,]
= = = el5s
Besch. II. (
(=g )(t=t,)
e 0
Igzl = lgz(to)"lze
Kies e <1 en ||&(ty)]] <8 <8
dan geldt ‘52 (t1)| < |£2(t6)| voor t. > tg

dus O kan geen limietpunt zijn voor t -+ -,

Besch, 1.
Door in te voeren t = -t*-volgt
2 ey =Mt t }\(t* 'r*) e, e, s
£.(-t) =g (-t,)e - e T f (=T )ar
1 1 0 >* 1
t
0]
en dus

63~ < [, (-t ) |e A7) (8 "t

en uiteindelijk

(A-e)(t-t,)
le, (0)] < [g,(ty)]e .
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Kies € < A en Ilg(to)ll 5_6*'< s

‘51(t1)| <’€$(t0)l | voor t, < t,.

Dus O kan geen limietpunt zijn voor t > +=,

Masr er kumnen gedegenereerde gevallen voorkomen met 61(to) = 0 of
52(1:'0) = O'

Dus: Ook het zadelpunt wordt door gelineariseerde vergelijking juist

weergegeven. In feite doen de enige moeilijkheden zich voor bij het centrum,

Centrum. Dit is het enige geval waarbi] eenlgelineafiéﬁﬁmﬁé@ wergelijking een
niet-limietpunt singulariteit heeft, terwijl niet-lineaire
vergelijkingreen limietpunt kan hebben.

Voorbeeld.,
dx1 dx2
oS T X T X\[X Y ER G T X T E\fFy T X
Gelineariseerd:
dx X
E;i = -‘§§ > %x? + %xg = constant,centrum.
x1 = r cos ¢ x2 = r 81n ¢.
dr . d¢ _ . 2 .
at cos ¢ - r sin ¢ At r sin ¢ r cos ¢ cos ¢ sin ¢
+ -
dr _. a9 _ 2 . .
it sin ¢ + r cos ¢ at r cos ¢ r sin ¢ 8in ¢ cos ¢
at at
. t +~l~ ¢ =t + const
r g ' spiraalpunt
T =1
= g —
r = (t - )

0
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Verklaring:

Er is niet veel voor
‘ nodig om van €on--. . -
centrische cirkels een

spiraal te maken.

Er bestaan analytische criteria waarmee men in sommige gevallen kan

beslissen of een centrum een spiraalpunt wordt of niet.

Wij zullen hier echter zonder bewijs vermelden:

Stelling. Als O een centrum is voor gelineariseerde vergelijkingen
dan is O of een centrum of een spiraalpunt voor de niet-
lineaire vergelijkingen.

Voorbeeld complete configuratie

Uiteraard kan een niet-lineaire differentisalvergelijking meerdere

singuliere punten bezitten. Voorbeeld:

&

1

2 2
T S CF CE

K3

Singuliere punten:

»
L}
o)
]
"
1+

=1, x, =0 transf. X, =n X, = 1=

a) x 2 2

1

2-—1=(x1-1)(x1+1)=€(£+2)

X4
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%—E— 2 =2F - 52 - n2 geass. lin. syst.
dn A1 -
Frtialiall o = -1

Dus knooppunt (stabiell}s

b)x1'sn1;x2a=0 transf. X, =1 x, 1 =8
£ -1 =ge - 2)
%%:a & 2F = Ez - n2 geass, lin. systi
'A1 = 42

dn

Dus zadelpunt.

X
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dx, 1"‘?""2 2 2
Merk op &, = - " =0 als x, +x = 1 en x, # 0.
2
dX‘l 2 2
Meer algemeen: a;; =c¢ voor 1 - (x1 + x2) = cx,
d.Wez. X2 + (x,. + %c)2 =1+ 12,
2 2

Dit ig de methode van de isoclinen.

is de geparatrice.
Voorbeeld -hogere orde singulier punt

de . .. én 2

at - b S m s

=8 TS T ¥ (% - )

0 0
a _ &, 4 _dn ., R R
I C 3 b E T e ImEs-grmting
n n 0
1 1
T To
E=¢y e
€

Half knooppunt
half zadelpunt




Merk op: als ny = ~ |ng|
. . 1.
dan is voor t - to *-TEET 1 e
en als # 1:0 > W dan # 5 QU
“Snep" naar de rechterkant.
Dit merkweardiz gedvag ontsteat omdat een physisch systeem wellicht
de gedsante 2ou hebben

gg“*ﬁ%*ﬂﬂﬁ* s

ét
dus bijve:
dn

g{ﬂv—neﬁ*an) o > 0

en dan iz n = =~ vg‘—, £ = 0 een stabiel limietpunt op de negatieve n-as
wasy Ge oplossing naar toeé gaat. Als |af << 1 dan ligt dit punt ver
links, maar mag nooit vermeten worden.

Andere singuliere punten

Simguliere punten op het oneindige hebben weinig practische betekenis,
Meeste differentissiverpelijkingen representeren een methematisch
model, waarin eventueel Xy eindig (en vaak zelfs klein) zijn veronder-
steld. .
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Hoofdstuk III. Periodieke Oplossingen

Limietgedrag van t - +-= behoeft niet door een singulier punt te

worden gepresenteerd. Men kan ook periodieke oplossingen hebben.

Voorbeeld I.

x
X, = x, + ] (1 - (xz,* x2))
1 2 %> + x 1. 2
1 2
X
X, == x 4 (1 = (x° + x2))
2 1 1 2
x2 + x°
1 2
X, = pr cos ¢} X, = r sin ¢.
dr . d¢ : ' 2 :
3¢ ©08 ¢ - r sin ¢ 3¢ = T sin ¢ +cos ¢ (1 ~17) cos ¢ sin ¢
+ -
ar sin ¢ + r cos ¢ 4 . _ r cos ¢ + sin ¢ (1 - r2) sin ¢ cos ¢
dat dt »
ar _ ) a _
- 1-r a -~ 1

Merk op: gelineariseerd een spiraal om nulpunt. Dus niet=lineair ook,

Echter: wij kunnen exact integreren.

periode T =

2=dt el
=1

c. -1

=“-l
0 e +1

¢ ==t 4 ¢0. De oplossing is periodiek,

2T e
1 I4r) .
c e2t -1
4r _ o2t .20
lep 0 c e2t + 1
0
. = 1+r0
0 f=r, °
(14r ? w (1=p )e_Qt
r = 0 0
- =2t
(1+r0) + (1-r0)e

liﬁ r =1,
)

Limit; cyele, grenskringloop.
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Merk op: eind-smplitude onafhankelijk van begincondities,

t > x1 » cos t

Xy > = gin t.
Dit is wezenlijk verschil met lineaire trillingen.

Voorbeeld van stabiele limit cycle, grenskringloop.

Voorbeeld{II.

, _ 2
el + x1(x1 + x, - 1)
dx
2 2 2
rralalE + xz(x1 + x, = 1)
T _r(r 1) e 1,

Wij kunnen uitersard exsct integreren, maar ook zonder dat:

r =y, =1 is een oplossing (limit cycle).

0
dr dr
= > 0 voor r > 1 E£-< 0 voor r < 1s

Dus instabiele periodieke oplossing (spiraal pijltje omdraaien).

Voorbeeld III.

ax
1 VETTEl, 2 2 L2
G = X t R VE PR g xy - )
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ax
o 53,2 2 5
at "x1+x2\/"1+"2 (x + x5 - 1)

2,2 2, 8,

.d_£=rr—1 = - 1
dt > 4t *

r=rgy= 1 is een oplossing.
%% >0 woor r>1 en r <1,

Semi-stabiele periodieke oplossing:

Voorbeeld 1IV.

dx .
1 . 2 2 . 3
=%t u(x1 +x, - 1)x1 sin( 5 5 -)
X, + X o= 1
1 2
dx -
2 _ 2 2 . 1
= "Xt u(x1 +x, - 1)x2 sin( 5 5 )
x, +x. -1
1 2
a : dr o 2 . 1
rrale 1e % = ur(rS - 1)§1n(~2 )e
ro-1
Dus: Limit cycles voor = nm r2 = 1 4 = om de beurt
r2 -1 n nw

stabiel en instabiel (enigszins ziekelijk voorbeeld).

Voorbeeld V.

%%=- 13 %E-=r(1 —rz)(22-r2)(32-r2)-

Drie periodieke oplossingen

&
dt \ \ :
ins{ab. © gtab. instab. sFab.
[} |
[ i

— N\ - o Ny —

~__ 7 *

3 limit cyeles
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Hoofdstuk IV. Existentie stellingen, Limit cycles

Theorie van Poincaré-Bendixson.

Laat gegeven zijn een gesloten ring~vormig gebied D, begrensd door
twee gesloten krommen C1 en 02, zodanig dat binnen D zich geen
singulier punt bevindt,

As alle baankrommen die C, en ¢, snijden met toememende (of met af-

nemende) t gebied D binnenkomen, dan bevat D een limit cycle.

Aanschouwelijk is dit zonder meer duidelijk: de baankromme kan nergens
nasr toe. Maar er zou nog een random beweging binnen D mogelijk zijn.
Dit is een praktische formulering. De abstracte komt later.

Voor het bewijs is het nodig eerst een stuk theorie te ontwikkelen.

?ﬁl:f f-fg.::f
dt 1 dat 2°

e el + .
Definitie. Halve baankromme C : verzameling punten P{t) van X, s¥,~v1lak

zodanig dat hun coSrdinaten ¢., ¢, oplossingen zijn van de
1 2

vergelijking voor t 3‘t0.

Halve baankromme C": analoog gedefiniderd voor t j.to.

Limietpunt: Q is een limietpunt ven c* als er een rij reéle
getallen t Destaat met lim t = e gzodanig dat

n-eo
lim P(t_ ) = Q.
e B :
Analoog voor limietpunt van C .
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Verzameling van alle limietpunten van ¢t is L(C+), die van
¢ is L(CT).

. + -
Complete baankromme: vereniging van C en C .

Laat D een open, begrensde verzameling van X5 X, zijn, zodanig'dat
oplossingen van vergelijkingen ¢i(t, Ei) continu zijn t.a.v. t en van de
beginvoorwaarde 51, 52, mits gie-D. Bestaan van zulk gebied volgt uit

existentie- en eenduidigheidsstellingen.

Stelling 1. Als C+ bevat is in een gesloten subset K van D, dan is
L(c™)
1) niet leeg
2) gesloten
3) semenhangend.

Bewijs. 1) Daar alle punten .van c* tot een begrensde verzameling K
behoren, kan men altijd een rij tn =+ o construeren, zodanig
dat P(tn) in K blijft en convergeert naar een punt van K
(daar K gesloten is). Dus L(C+) is niet leeg.

Bolzano-Weierstrass.

Voer in een rij t met eigenschap t, e als n ~ W-{P(tn)} is begrensde
oneindige verzameling, en bevat dus een convergerende oneindige rij.
Rest te bewijzen, dat deze convergerende rij de eigenschap bezit, dat
tm > © YoOr m > o,

Neem een willekeurig voorschrift n + m., Zij Q het limietpunt, dan
d[P(tm),‘Q] <€ m>M

(d afstand).

Als de kromme zichzelf &&n keer of oneindig vaak snijdt, kan men wanaf

het laatste snijpunt redeneren.

Werkelijk uitgesloten is, dat de krdmme zichzelf oneindig vele keren snijdt.
Als geen van de snijjpunten oneindig vaak optreedt voor t - «, dan nemen we

>* R . .
t > to, waarbi] to een moment 1s, waarna geen snijpunten meer optreden.

Fa
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Voor eindige n,, n, kan nu dE?(tn ), P(tn )] niet meer willekeurig
1 2
klein worden (dan immers weer een snijpunt).

Bijgevolg kan de tmfrij niet worden opgebouwd uit tn’ n < N eindig
(kenmerk van Cauchy zou niet opgaan). tm;rij is dus opgebouwd uit

aftelbaar oneindig veel elementen van tn—rij

d[P(’cm1), P(tmz)] <e m,,m, > M.

Daar wederom voor eindige tijden d niet willekeurig klein kan worden

gemaakt, moet gelden: tm > ® VOOr m > ©,

2) Te bewijzen: ieder-verdichtingspunt van L(C+) behoort tot
L(c).
7ij Q een verdichtingspuht, Ad.W.2. Qne:L(C+), n=0, 1, sss
zodanig dat lim Q = Q, d.V.Z. afq, o] »0eals n> .

nre
Nu bestaat er voor elke € > O een getal N > O zodanig dat
1 . o e
dE?(tn), QAI < 3¢ als n > N, want Q is een limietpunt

van P(t).

Wij kunnen N zodanig kiezen dat tevens
d[Qna Q] < 3¢ alsn >N
Mgar dan

afP(t ), @] < als n > N Duw.ze P(t,) > Q. Dewez. qer(ch).

3) Men redeneert uit het ongertjmde.
Stel dat er bestaan twee onsemenhangeride gesloten verzamelingen
M en N, zodanig dat L(CT) = MUN. |
Daar M en N begrensd zijn en gesloten, liggen z1ij op een af-
stand § van elkaar.
Beide verzamelingen M en N bevatten punten van L(C+). Dus:
Er bestasn willekeurig grote waarden van t zodanig dat
dfP(t), M] < g- (als P(t) naar een punt van M convergeert),
gg_willekeurig grote waarden van t zodanig dat

afp(t), M] >—g- (als P(t) naar een punt van N convergeert).
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Mear dan kunnen wij een rij th + o construeren zodanig dat
dﬁ’(tn), M] = 6/2 wvoor alle n.

Deze rij P(tn) is begrensd, wij kunnen dus een convergente subrij
maken P(tn) > Qo ’

d(Qa M) =—2' .

+ . .
Maar Q€L(C ) en behoort noch tot M noch tot N: Contradictie!

Stelling II., Als c" bevat is in een gesloten deelverzameling van D

+ .
en L(C" ) bevat een regulier punt Q, dan bestaat de baan-

kromme CQ door Q als complete basankromme en CQC L(C+).
y
L(ch)
X
o oF
Z1j C gegeven door
x = ¢(t; £, n) 3 y = ¥(t; £ n)
£ = ¢(tys &, n) 3 n = ¥(tys &, n)
Er bestaat een rij tn zodanig dat
E, = o(t 5 &5 n)3 ny =¥t 5 & n)
En'*xQ nn-*yQ als n » «,
Zij nu CO gedefiniéerd door
2= ot} xp ¥)s A= y(t's xg ¥g)

gedefini€erd voor 0 < t' < 1 zodanig dat £ en /i binnen de compacte deel-

verzameling van D blijft.
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it

Beschouw nu X ¢(t'+tn; £, n) = ¢(t"; £ nn)

y o= vt 5 &, n) = 9(t's £ » nn)

. + . R
Voor een vaste t' gaan ¢, ¥ naar een punt van L(C ), want deze is de
volledige verzemeling van limietpunten.
Maar anderzijds d(t'y £, n. ) > o(t'; X, ¥ )
noon Q’ e als n >

W(e's 8 ny) > W(s's %y ¥
Deze limiet bestaat voor voldoende kKleine t' en &, nen(ch).
Men kan nu voortzetten met de standaard procedure im positieve en
negatieve t'-richting (telkens bij intervallen) waaruit het beweerde

volgt.

Stelling ven Poincaré-Bendixson. (Coddington & Levinson)

Laat C+ bevat zijn in een gesloten deélverzameling van D. Als L(C+)
geen singuliere punten bevet dan is:
1) of ¢t = 1(c) een periodieke baankromne ;

2) of L(C+) is een periodieke baankromme.

Onder periodieke baankromme verstaanwij een puntverzameling zodanig

dat er voor elk punt een rij tn + o bestaat zodanig dat

P(t1) = P(t,) = P(t3)=...=P(tn).

2
Een periodieke baenkromme is dan ook noodzakelijk een verzemeling van
limietpunten.

Hieruit volgt onmiddellijk de eerder gegeven versie van de stelling.
Voor bewijs hebben wij nog nodig een aantal nieuwe begrippen en een

asntal lemma's.

dax f
Definitie.Beschouw vector f met componenten f., f,. — = —l-.
B 1 2 dx2 f2

Aldus - definiéert f in elk punt (x1, x2) een richting.

Fen gesloten recht lijnstuk 1 noemen we een transverssaal 'als

1 geen singuliere punten bevat en de richting ervan niet

samenvalt met die van f.
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Eigenschappen. a) elk punt van D is een inwendig punt van een transversal.
b) iedere baankromme, die een transversaal ontmoet, snijdt

deze, en alle doen dit in dezelfde richting.

Als er omkering van richting plaats zou vinden, dan zou
één baankromme de transversaal raken! Dit is dan tegen

de afsprask. Voorbeeld:

ey e
TN

TV =
> ——]
——

c) neem PyE1 als inwendig punt. Voor alle € > O bestaat
er een cirkel C€ met PO als middelpunt, zodanig dat
een baankromme, die op t = 0 door een punt binnen Cs

gaat, 1 snijdt op t met |t| < e.

Lemma I. Als een eindige gesloten boog A van baankromme C de transver-
saal 1 snijdt, dan is het santal snijpunten eindig en de
volgorde op A is dezelfde als op 1. Als C periodiek is dan
is er ten hoogste &&n snijpunt. (En vice versa: als er maar
één snijpunt is in elk punt van de baankromme, dan is de

kromme periodiek).

Bewijs. 1) eindig aantal snijpunten.
Boog A: P(t) met codrdinaten ¢1(t), ¢2(t), t*-j_t j_t**-eindig.
Stel aantal snijpunten Pn = P(t_) oneindig. Dan kunnen wij een

n
<t <t .

o . *
rij vormen t - £ als n » x,t

6,(t,) = ¢,(E)

1lim
n-oo t -3
n

= (£,(8,5 8)), ¢



zodat ook
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o, (t ) = o,(%)
lim 2B B = (2,005 0,) g

n-reo t =T
n

¢1(tn)'- ¢1(€) R ‘ §1;‘ ‘
2 'g=t

bt ) = ¢,(F)

Meaar links staat de constante richting van de transversaal 1, die per

definitie ongelijk is aan de richting van f. Dus een contradictie!

2) Volgorde van snijpunten.

P, = P(t1); P2 = P(t2); t2 > t1.

P, boog op A3 P.P_ lijnstuk van 1.

172 P %)
J = P1P2 + P1P2 is een (Jordan) kromme die het stuk in twee
gebieden deelt.

Q op A voor t < t1 en R op A voor t > t2 ligeen ter weersiijden van J.
: : : N\
Stel dat C voor t > t2 buiten J zou komen, dan zou deze of P1P2

snijden in strijd met eenduidigheid, of P1P2 snijden in verkeerde

richting (zie eig. b). Dus C blijft binnen J van t > t, en bijgevolg

is volgende snijpunt op 1 zodanig dat P2 tussen P1 en P3.

Jordan kromme is topologisch beeld ven de cirkel. Jordan Theorema.:
J op x1,x2-vlak m. Complement van J is 7 = J, is de vereniging van
tweeonsamenhangendeOpenverzamelingen Si en Se’ beide begrensd door J.

Si = interieur van J, is begrensd, Se = exterieur van J, is onbegrensd.
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3) Periodiek gev. Als P, en P2 samenvallen dan is duidelijk C periodiek.

1
Stel dat C periodiek is en P, P2 vallen niet samen. Dan zou de

1
boog van R naar Q terug moeten door.J te snijden, en dat kan niet,

zoals bewezen is. Dus P1 en P2 moeten samenvallen.
Lemma II. Als C' en L(C') (welke uitsluitend niet-singuliere punten
bevat) een gemeenschappelijk punt hebben, dan is ct periodiek.

(Zij maskt deel uit van L(C+),'zie opm. op blz. 34 ).

Bew. Laat P, = P(t1) gemeenschappelijk punt van ¢t en 1n(ch) zijn.
Dit is een regulier punt, dus er bestaat een transversaall door‘?1;
P1 is een inwendig punt van 1.

Wij gebruiken nu eig. c¢). Neem een cirkel met P, als middelpunt (e = 1).

1

Laat bijv. voor £ > t, + 2, Q = P(f) binnen de cirkel liggen. Dan zal

1
er een t bestaan, |t - £|<< 1, zodanig dat P = P(£) een snijpunt van 1
~

en ot zal zijn. Stel nu P niet samenvallend met P., dan zou boog PP

1° 1
1 in een eindig aantal punten snijden en de snijpunten zullen zich van

P, verwijderen (lemma I, 2)).Maar dan is P, geen limietpunt van ct

1 1
en ligt niet op L(c*). Dus ¢t en 1 Kunnen maar &én snijpunt hebben en

bijgevolg is ct periodiek.

Opm. Op dezelfde wijze toont men aan dat transversaal L(ct) in slechts

één punt kan snijden.

Lemma III. Als L(C+) (welke uit reguliere punten bestaat) een
periodieke baankromme bevat, dan is L(C+) met deze baan-

kromme identiek.

Bew. Laat C0 de periodieke baankromme zijn. Stel
L(C+) - Cy is niet leeg.

+ . . .
Daar L(C ) samenhangend is (st. I, 3)), bevat C, een verdichtingspunt
+ -
van L{C ) - CO. Laat deze Q0,21Jn, en neem transverssal 1 door QO.
Q door Q voldoende dichtbij Qo

1 zal snijden. Uit St. II volgt, dat CQ een limietkromme is.

Uit eigenschap 3) volgt dat baankromme C
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CQ is verschillend van C, want 2ij behoort tot L(C+) - Cqe Maar nu zZow
1 twee snijpunten met L(C+) hebben (pamelijk Qg en snijpunt met CQ).

Dus contradictie in het licht van de opmerking hierboven.

Bewijs stelling Poincaré-Bendixson.

Beschouw een gesloten gebied, dat geen singuliere punten bevat, waarin
¢t ligt. Dan bestaat (st. I) L(C+), niet leeg, gesloten en samenhangend.

pms ¢t periodiek is (dan is 2zij een deel van L(C+)), dan is L(c%)
periodiek t.g.v. lemma ITI. '

Beschouw nu C niet peripdiek. Er bestaat nu (stelling IT) een yolledige
baankromme C CZL(C JC K. Beschouw CO. Een limietpunt Po van C0 moet
noodzakelijk E L(ﬁ }, want L(C ) is een gesloten verzameling.

Laat 1 transversasal door P, z13n. Deze snijdt L(C ) slechts in P,

(opm. bij lemma II), en tevens CO in Pye

Tmmers:
1) 1 snijat c’g:

PO is een limietpunt van C;, dus willekeurige e-omgeving van P0
bevat punten van C0 '
TegsVe @iZs ¢) van de transversalen moet C0 1 snijden.

.. .
2) 1 snijét CD in PO‘
+ 4
cocx.(c )
en L(C*) wordt slechts in PO gesneden.

3) Nu is Py e‘L(C )CL(C Ys C en L(C } hebben een punt gemeen. Dus CO
is perlodlek. T. oV lemma IIT is L(C ) periodiek en opmisuw via

lemma III is L(C ) p&rlodlek.
Dus C0 en L(C ) hebben een g&meenschappellgk punt (P )o Togeve lemma II
is C; perlodlek en t.g.v. lemma III is L(C ) = ;

#
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Practische toepassingen.

De moeilijkheid is een gebied D van reguliere punten te construeren

zodanig dat alle baankrommen naar binnen (of naar buiten) gaan.

Vergelijking van Liénard.

Constructie wvan Stoker.

2
g;g + x f(%%).
dt
g & _ . dv_
Schrijf: rraal A 3 = f(v) = x.

Deze formulering is meer algemeen dan men zou denken.

Beschouw:

» .
g;§-+ g(z) %% +2 =0
at

zoals bijv. verg. v.d. Pol g{z) = u(z" - 1).

Sehrijf nu

d |dz -
3 l;lt+G(z)]+z-O
dG

3 = &lz).

Stel nu

Wij hebben dan het systeem van Lignard.
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Stel: £(v) cont. afg. t.0.v. v en voorts

£(v) = g(v) - av a = pos. const.

d , 0; (%%) > a3 g(;V) = -g(v)

dv ¥=0
Ig(v)l <c ¢ = constante.
Singulier punt: x=0 en v=20 (g(0) = 0)

Wij gaan construeren: C1 en 02 om oorsprong zodanig dat de richting van

de vector (v, £(v) - x) naar binnen toe is gericht.

dx

flv) - x =

v

av _ = v.
ax

Anelyse van de singulariteit:

(%% > 0 bestaat, laat (%%) =8 > 0 en beschouw £=f - BV,

v=0 v=0

dan bestaat

s
N ar _
lim = = 0 (dit is immers (dv ) = 0).

v>0 v=0

Dus gelineariseerd systeem is:

..d.ic.(-)-zv . EZ.(.).:B - Y
at 0°? Yo

at 0
o BV o R (e VB
0 L]

Dus oorsprong is een limietpunt voor t - -= voor gelineariseerd systeem

en bijgevolg (zie stellingen) ook voor niet-lineair systeem.

> 0 zodanig dat de kromme

0
x2 + v2 = r2 r<ry

Dus er bestsat een r

door alle baankrommen wordt gesneden, en wel ven binnen naar buiten toe.

Flk van deze cirkels kan dienen als C1.

Nu C,: symmetrie-overwegingen: stel v = 3 x = ~x3 £(=v) = -£(+¥)
dus er volgt

3 %% = £(v) - x (invariantie).

ax
at
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Dus baankrommen voor v < 0 kunnen worden werkregen uit baankrommen

van v > O door spiegeling.

Stel dat wij voor v > 0 een kromme hebben geconstrueerd zodanig dat
alle baankrommen naar binnen toe gaan, en voorts x;*-= - le Daﬁ kunnen
wij spiegelen volgens x = -x, v = -v en verkrijgen een kromme voor

v < 0 met dezelfde eigenschap.

Dus het is voldoende het geval v > 0 te beschouwen.

: dx . av _ F(V) = X, (C = av = X
v > 0: d‘t>o H dx— - < - R

Dus alle baankrommen zullen, naar binnen toe gaand, snijden de inte-

graal-kromme van

Immers vy is een transversaal, dus alle baankrommen snijden vy in

dezelfde richting.

Het naar binnen toe gaan volgt uit

_d..Y-<dv0 . g'.Y.>O
dx dx ° dx *

dv
. * .
Beschouw omgeving van x = X dat 1s een extreem punt want Ix =

alleen als vy 0. Volgt:

Fa



"

*
%o
- . 2 u2
Wij veronderstellen nu o < 2 en voeren 1n q = 1 - T

Flementaire integratie levert op

-5t |
v0=-Ae sin gt
-2

x = ¢ + Ae e (%sinqt+'q<eosqt)
waarbij A een nog vrije integratieconstante is, terwijl willekeurig

is gesteld Yo = 0 voor t = O,

Tmmers, in parametervorm:

= 4x
Yo T &t
2
g—*—g*xﬁ-a%—c-o
at
et a
X -c =E ——é-+a-&-+g=o
at
A ,
M

A2 hon 41 =05 A .= 3o+ \/a? - b).
1’2 -

Laat nu = %”it < 0. Dan is vy > 0 als A > 0 en er volgt

o
* 2q e
x0~c~Aqe X = ¢ + Ag.
*= e a
Stel nu Xy = - X oWeZo
of,
2q .
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Dus de constructie is voltooid. Door spiegeling volgt 02 voor v < O.

Hiermee is het bestaan van limit cycle bewezen.

Opm. Er is een uitvoerige literatuur met variahtén: en toepassingen
van dit type ex. stell. en constructies. Zie voor overzicht Cesari:
"Asymptotic behavior and stability problems in ordinarv differential

equations", Springer.

Stelling van Dragilev-Ivanov.

x _ ., &, '
Laat F-Vs T c f(x)v - g(x).

Als: 1) xg(x) > 0 voor x # O

Jgdx:co.

0
x

2) F(x) = J f(x)dx is een eenwaardige functie voor == < x < +w,
0]

Lipschitz continu en voorts. zodanig dat xF(x) < O voor x # 0

en |x| voldoende klein.
3) Er bestaan constanten N, K, K' (K' < K) zodanig dat

F(x) > K voor x > N3 F(x) < K' voor x < =N.

Dan bestaat er op zijn minst €&n limit cycle.

Bewijs bijv. in Nemytskii en Stepanov: " Qualitative theory of

Differential Equations", Princeton, p. 141.

Stelling van Levinson-Smith.

1) als hierboven, bovendien Lipschitz continu.
2) als hierboven, maar:
f(x) even functie van x zodanig dat

F(x) < 0 wvoor 0 < x < X,

F(x) > 0 en monotoon stijgend voor x > X

3) kan nu vervallen.
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Dan bestaat er één en slechts &én periodieke oplossing.

Bew. bijv. in Nemytskii en Stepanov, als uitbreiding van st. Dr.-Iv.

Toepassing. Vergelijking van van der Pol.

2
gx u(1 - x2) %% +x=0
at
ax _ .. av . (1‘— x2)v - X
at - '
2
Dus: g(x) =x 3 f£(x)=-u(1-x")
1
£(x) = -u(x - )

g(x) voldoet evident aan de eisen.

g(x) = -ux(1 - %-x3) <0 voor X <X, = \/3

>0 wvoor X > \/3

en monotoon stijgend.

Bijg.: De vergelijking van van der Pol bezit één en slechts één

periodieke oplossing.
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Hoofdstuk V. Stabiliteit

Inleiding, Permanente oplossingen - limietpunten of limietkrommen,
d.w.2. singuliere limietpunten (stationaire)

limit cycles (periodieke oplossingen).

Probleemstelling: a) gegeven beginvoorwaarden "dichtbij" een limiet-
oplossing. Gaat de oplossing naar de limiet-
oplossing?

b) Gegeven systeem in statisch of dynamisch even-
wicht (permanente oplossing). Maar stoort het

systeem. Gaat het terug naar evenwicht?

a) en b) nagenoeg equivalent. Bij studie van
singuliere punten in X2 hebben wij zeeds de
stabiliteit bestudeerd: stabiele en instabiele
limietpunten, knooppunten en spiraslpunten.

Nu meer algemeen.

dx. n .
ek i .
® by cormudi S P . 'R ] = Ry o
Definitie - .21 8, sX, £;(x, X5 t)yi = 1,2,000,0

J

Opm. : aij kunnen functies van t zijn.

In vectorvorm

ax _
Fria AX + £(X,t).

A is een matrix van n-de orde. f zijn niet-lineaire termen.

n

Hxll = T lxgl s vim HEEGOIL 2o,
i=1  * X+0
voor t > O,
‘f'(x ,Qtﬂgx‘ gt)l
Dit is equivalent met:1im = 1HXH“ w2 0,

x>0
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Def. stabiliteit. Oplossing X(O) is stabiel als voor alle € > 0 er een

§(e) > O bestaat, zodanig dat indien een andere op-

| lossing. X voor t = to voldoet aan

1K)~ %] <6 x4 %)

119 “ &[] <& voor © >t

Dit is stabiliteit in de zin van Liapounoff.

Tndien initi%el verschil klein, dan blijft deze klein.

Opm.: evident 8(e) < €.
Als geldt:

1im |40 - x|| =0

1>

dan spreken wij van asymptotische stabiliteit.

Stabiliteit van baankrommen (orbitale stabiliteit).

7ij C eeh baankromme. Indien er voor elke € > O een §(€e) bestaat,

zodanig dat gegeven

afx(t), cJ

| A

6(g) voor t = to

A
m

geldt afk(t), c] < voor t > tg

dan is C stabiel.

Orbitale stabilitedt gaat
over in stabiliteit in de zin
van Liapounoff, indien de bewe-

gingen synchroon zijn.

T i

Tn alle andere gevallen instabiliteit.
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Voorbeelden: Centrum is stabiel in de zin van Liapounoff.

Stabiel spiraal- of knooppunt is asymptotisch stabiel.

Overzicht van de problematiek.

Problemen: I. Stabiliteit van stationaire oplossingen (singuliere
punten).

II. Stabiliteit van periodieke oplossingen (limit cycles).

Methoden: A. Storingsrekening (locale analyse)
B. Directe methode van Liapounoff (globale analyse).

Problematiek I A. Door eenwoudige transformatie kan singulier punt

in de oorsprong worden geplaatst.
7Zij dus X(O)

thans initidel, de niet-lineaire termen klein t.o.v.

= 0, Zij voorts 6 << 1, Dan zijn, al-

lineaire termen.

Gelineariseerde vergelijking:

i — *
repial TGS

a) analyse van gedrag voor t + « van oplossing van
gelineariseerde vergelijking.

b) theorie, die in staat stelt uit a) conclusies4te
trekken t.4.v. gedrag voor t - « van oplossing van
niet-lineaire vergelijking. (Vergelijk de studie

van singuliere punten in Xe.)

Problematiek II A, Zij X(O)(t) een periodieke oplossing.
Schrijf
x(t) = x$9(¢) + %(¢)
X(t) heet storingsterm.

Hx|] = ||x(t) - x(o)(t)ll << 1 althans initi&el.
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(0) - .
ax axX _ ,(0) (0)
Fra ol AX + AX + £(X + X, t)
(0)
ax' "7 _ 4y (0) (0)
T = AX + £F(X 7, t}
%X,;- = AX + [f(x(c’) +X, t) - f(X(o), t)]
%% = A(6)X + £ (X, X(O), t} (f*'niet—liheair).

Gelineariseerde vergelijking:

%%; = A(¢)X  (A(t) zal in het algemeen

periodiek zijn).

a) onderzoek gelineariseerde vergelijking.
b) theorie van niet-lineaire vergelijkingen.

Voorbeeld storingsrekening. Verg v w.4. Pol,
ﬁfl =%, ¢ Efg % u(1 - xz)x - X
at 2 ? dt 1772 1

Zij X(O)(t) de pericdieke oplossing.

1) = x00(8) * X(t).

ax dx
12,2 (0),2 y2y,,(0) > -
= = x5 g = u(1 = (R )T ) () - X

(it - 92

= u(1 - x§0)2 - 2x§0)§1 - i?)(xéo) o+ ie)

(0)2y_(0) _ -
ax
-2 (0); . ¢2y(0) (0)2 _ , (0): _ :2yx -
Fraiie u{-(2x1 x, * X, Jxy " (1 -x, 2x, " 'x, = x1)x2}.m X,.
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Gelineariseerde vergelijkings

~

dx

—2 = g{-gxg")(t)xéo)(t)g + (1-x§0)2(t))§2} - x

at 1°

Opm. Er zijn betere methoden voor verg¥.w.d. Pol. Dit is slechts een

illustratie van de storingsrekening.

Problematiek I B en II B.

De directe methode van Liapounoff berust op de constructie van een
functie V(x1,x2,t), die globaal iets zegt over gedrag van het systeem.
Later zullen wij dit uitvoerig behandelen. Wij geven hier sléchts

een voorbeeld.

Voorb. ;;l =-x,+ x1(xf + xg - 1)
;;g =x, + x2(x? + xg - 1),
vV = %(xf+x§) %%=2§v(2v- 1)
V>0 -%% >0 als V > 3
-g-,‘cf<o als V < 3.

Stabiliteit als V < 3, instabiliteit als V > 3.

Later: algemene; stellingen en voorbeelden van constructie in minder

triviale gevallen.

Plan de campagne.

1) Asymptotisch gedrag van lineaire systemen t.b.v. A a)
2) Theorie van niet-lineaire vergelijkingen in verband met lineaire
resultaten.

3) Directe methode van Liapounoff.
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Hoofdstuk VI. &%@eaire systemen met constante co8fficiénten

De strenge theorie is eigenlijk matrix-rekening en lineaire algebra.

Wij schetsen hier wat wij nodig hebben.

n
. 1 .
Transformatie. i Z a,.X. 1= 1,25.0e,00

Uit de matrix-theorie volgt, dat er een transformatie

bestaat
n
£ =) 0gp) x;
P =
waardoor de vergelijking overgaat in

dg

-———E = =
at )\p gp P 1,2,0'0,11‘

Eigenwaarden. Ap, zijnde de Wortels van Det(aij - Asij) = 0.
Wij zullen dit op elementaire wijze afleiden:
Vermenigvuldig met nog onbekende codfficiSnten o en

sommeer
a B n n
at [_2_1 Uixi:l = 321 £ , Giai,j}xj’
Wij willen dit zodanig hebben dat
o o
i£1 diaij = Aoj J = 132,seesn
n 0Oals i # ]
igﬂ A TR U A P

Homogeen systeem voor n onbekenden O, Oplogsing bestaat als

Det({a.. = A8..) = O,
ij ij
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Dit is een algemene vergelijking van n-de orde in A, dus n wortels
A = )\ ; p = 1’2,‘."n.

Bij elke wortel AP hoort de oplossing

i = 1,2,oan,no

o)
1

Dus wij kunnen onze manipulaties op n verschillende manieren uitvoeren.

n
Noem nu: - gp = .Z c§p) xi P = 1,250004h
1=1
Er volgh:
ag
_—R=)\ g
dt PP
Det(aij - Aéij) =0 karakteristieke vergelijking.
a11-A a12 . 313 tq&ﬁggno.oo-o a1n
321 aee-A 323 VNGB OSSP NGOSS a2n - O
an.l an2 €3 200 00O O6E HOOOEN I ORSOOSN ann-)\
De oplossingen zijn dus:
At
E = Q0 e p .

Wij moeten nu alleen nog xi terugvinden.

Stel eerst alle AP verschillend. (Dan zijn Ep (p = 1,2,+44,n) lineair

onafhankelijk).
n
- (p)
& = .51 % %
. n
Stel: X, = .. &,
i j£1 YlJ gJ
n n n n
(p) % (p)
E = ) o, Yov..E.= ) () o y.l)E,
L I = T =L = B
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Voor elke j = 1,2,.44,n is dit een stelsel van n vergelijkingen met
n onbekenden Yij' Btelsel is inhomogeen. Voorks is ﬁ@tiaép)) # 0.
Immers, zou deze determinant gelijk nul zijn, dan zou het mogelijk
zijn Yi; zodanig te bepalen, dat ) Y;58 5= 0, en dit kan niet, want
Ej zijn lineair onafhankelijk. ' ‘

Dus Yi3 z2ijn eenduidig bepaald, en daarmee s in het geval AP
alle verschillend zijn.

Samenvallende,wortels.

Er zijn geen n lineair onafhankelijke gp's. Het walt buiten het
kader van deze cursus de afleiding te geven. Volstaan hier met het
geven van het algemene resultast:

Y ~1
X F Z Ypi { X a(m) m}i waarbij:
p=1 m=0 :

k aasntal verschillende wortels Xn
vp natuurlijk getal, hoogstens gélijk aan orde van multipliciteit
van A_.
b

Gedrag van t > «: wordt dus in alle gevallen bepaald door de wortels Ap
van de karskteristieke vergelijking. Deze is een
algebraische vergelijking met reé&le co&fficiénten
Ap, de wortels zijn dus re&el of toegevoegd complexe

paren.

Stelling. De triviale oplossing is:

a) asymptotisch stabiel, als Re(xp) < 0 voor alle p.
b) stabiel in de zin van Liapounoff, als

Re(A1) = Re(ha) = 03 Re(xp) < 0 voor p > 2 met v,,v
¢) Instabiel in alle andere gevallen.

= 14

2
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Naar aanleiding van de lineaire analyse spreekt men ook van:
Stabiliteit, als Re(Ap) <0

Neutrale stabiliteit, als er wortels zijn met Re(Ap) =0,

terwijl alle andere Re(Ap) < 0.

Vergelijk: met de resultaten voor singuliere punten in KQ.

Onafhankélijke oplossingen en fundamentele matrix.

Wij hebben uiteraard oneindig veel oplossingen, want ap zijn nog vrij
en te bepalen uit de beginwaasrden. Beschouw bijv. het geval van niet-
samenvallende wortels. Dan volgh:

Y. .0,

xi<0) = g 13

J

[t

zodat bij iedere gegeven xi(O) men o, kan bepalen.

Elke oplossing, met willekeurige beginvoorwaarden, noemen wij X(O).

Wij construeren nu een systeem van n vectoren Kj = {¢ij}, zodanig

dat voor t = 0 Xj = {éij}. Dit noemen wij een fundamenteel systeem.

De matrix ¢(t) = {¢ij} wasrbij in de j-de kolom de componenten van Xj
zijn geschreven, noemén wij de fundamentele matrix. De matrix
{Gij} noemen wij I, de identiteitsmatrix.

X, Xé Kj ﬁh
11 P R T EEE R *1n
¥21 20 wem-- o5 —-—-—~ Pon
o(t) = | %31 b3p —---- b35-—-—-~ %30

& @
£ 3 &
L (]
& L4

®
*®
L 2
@

¢n1 ¢n2 ®n; ¢
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1 O 0 0 Q ewwFe 0
‘P(O) = 0 O casvoservosssosassnns =1
0 Q 1 i!bﬂ',ﬂ‘.h'l‘i‘.‘l'tﬂ
; '- 1
a.” 9.21 &31 PP EORBOMER SR W an,;
A= a?p aep a3p SRBrREVEREERS &np
& 'G'!ﬂ.llﬁl*‘!’l'l‘Il“vCI!OOOUOQiiblﬂ Bd
in nn
743 200y = v.
Wij hebben de matrix-relatie
{0)
X(t) = o(t) » ¥
d'leI
0
( ) - Z 05
j=1
De Pundsmentele matrix voldoet san
ag = A ¢« &, waarbi] Qk-de matrix is van Eﬁii
T ’ J 5t at °
terwijl dus @(0) = I,
ch-Zn
d¢ 1= 1,000

Z a.
d lp pJ J‘ = 1’.."’!1.

Dit is de normale definitie van matrixvermenigvuldiging. Bovendien
kunnen wij dit als volgt interpreteren: voor elke j staan in de i-rij
veelvouden van 3] zodat voor elke j dit de vergelijking van het uit-

gangspunt is.
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Inhomogene vergelijking en fundamentele matrix

dx.
EE— Z 23 5X; + £, (t)
J=1
ax
Tl =A<« X+ F(t).
Oplossing is:
t
X(t) = o(t) - ¥ + J 9(t-1) * F(r)dr.
0
Substitueer:
t
ax _ 4o | 4¢(t-1)
3w YT+ Io at F(t)ar

t
=A e ¢(t) » ¥+ A J o(t=t1) ¢ F(1)dr + F(t)
0

J {—213:1— Aé(t~t)} * F(t)dr = 0, inderdaad.

Wij kunnen dit ook uitwerken in component-vorm:

x;(t) = x0)(t) + J 5 £.(1) + oy 5(t-r)ar,

0 j=1
dxi n
. . csoa . = . + .
Substitueer in vergelijking: Fra PZ1 alpxp fl
ax, ax{®) t (t-1)
-a%-— =——d_‘-E—'-—-+ fi + jo 321 f (T) _"L‘_—dTn

Substitutie in rechterlid van vergelijking:
Doag x4 g4 Z £ (1) Z a; b5 (t-T)dr.
p=1 PP 0 j=1 p=1
Linkerlid = rechterlid, want

d¢

§ alD PJ(t -1)e
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Inhomogene vergelijking. Expliciete constructie

Wij gaan het voorgaande illustreren op een meer vertrouwde wijze.

Stel alle Ap verschillend. De transformatie

n
= O, X. levert
ag n
L2 = + . .
3t }\pgp i£1 Glpfl(‘t)s

waarbij de laatste som de projectie van F op de p-e component van de

E-ruimte weergeeft.

Integratie levert:

At t A{t-1) m
E =g e P s J e? 2 o fi(t)dr.

Dit is reeds een illustratie van de boven verkregen algemene formule.

Immers, in de E-ruimte is de fundementele matrix

\ () "
o e s b
Nu x5 terugvinden:
n
%5 p,éﬂ Yin®p
) % Apt n n hp(t»t)
x; = pé1 Yipt®  * . i§1 £, (1) {p£1 % pY5p® ldr,
n A_(te-1)
waarbij dus z ciijpe voor dit geval expliciet de componenten

p=1
zijn ven de fundamentele matrix.
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Hoofdstuk VII. Lineaire systemen met variabele coéfficiénten

Z a; (t)x .

Uit het oogpunt van de stabiliteitstheorie gaat het ons om het gedrag
van X als t » . Enorme literatuur. Wij volstaan hier met enkele

fundamentele resultaten.
() =a.. + B..
Stel dat alJ(t) oy Bla(t),

waarbi]j Bij + 0 als t + ©», Dan ig het niet uitgesloten dat het gedrag
van x; voor t + o gerepresenteerd wordt door de oplossingen van de

vergelijking met constante coéfficiénten.

Definitie. &l = Z ) {aiol.
i=1  j=1 J

Stelling A. Zij Ezdgedefiniéerd door

T R
(1) — 2 O X,
at 5=1 1373

en x gedeflnleerd door
dx

(11) at

Z a; x + Z B, (t)x .
i= I 4=

+00
Als lim'ii = 0 of Eg begrensd en j 18] ]at < =

>

dan is ook 1lim x. = 0 of X: begrensd.
£ 300

Bewijs: Wij behandelen (II) als een inhomogene vergelijking:
- t n n/ . »
RN e
met {¢ } fundamentele matrix van (I).

]| < 1F oL NI+ 1] - [oten e
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Daar ;i begrensd zijn, kunnen wij stellen

“Q(t"T)H _<_ CO
@) ] < cplIxCo) .

Br yolgt dus:

1] 2 Gl [E@) ] + ¢ [ Hlate)ll = Hxol] » o

Lemme (Gronwall).

(Hebben wij in ists andere vorm reeds gebruikt).

Zij u(t) en v(t) positieve continue functies en k > O.

t
Als uft) < k + j u(s)v(s)as
‘0
t ;
dan is u(t) < k exp {J v(s)ds s
0 o
Bewijs: ués)v(s) < v(s)s
k + J w(t)v(t)az
0
Integratie t.0.v., 8 tussen 0 en t levert
t t
Log(k * j a(r)v()ar) - Tor k < | vl(s)as.
0 0
t t
Dus k + f u(t)v(r)dr £ k exp J v(s)ds
0 0
t
en dus u(t) < k exp j v(s)ds.

0 .
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Ed

Vertaal: u~> ||x|] k -+ 00||§(0)|] v > COI|B(1)

Volgt door toepassing van lemma:

, _ t
1)1 < eql [EO) | oo {6 [ 118t las).

50

Dus: als J‘ ||8(t)]||dr begrensd is, dan is ook ||X(t)|| begrensd.
0 .

In het geval E; -+ 0 kunnen wij verfijnen door te stellen

le(t)]] < ™ >0, u > 0.

Er volgt dan op dezelfde wijze dat ||X(t)|| - 0.

Stelling B. Zi] E& en x, gedefiniéerd als in stelling A, Indien

lim %, = 0
£~0

en [18l] + o voor t >

dan is | lim x. = O,
10

||8]| vehoeft dus niet integreerbaar te zijn.

Bewijs: [e]] < 8,
+
T1xee) || < ) [ |e™F + ™e™* J | 18]] ||xl]ar.
0]
Voor elke € > 0 bestaat er een to, zodanig dat voor t 3_t0
[18]] < e.
%o
R[] < IR 167 + " [ ]| | [x] Jax +
o .

t .
+ e Mt j | |x||ax.

o
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t
0
Bestaan van de integraal J euTIIBII !inldT volgt uit de grovere
0
afschatting
[18]] < ¢, voor alle 0 <t < =,
volgt
o «(u~c, )t
Hxl] < e"1x(0) ] e .
Definitie.

t
SO+ ] Hlsl] -« Hixlles) = 1K)

: - t
e“tl |x(£)]] < GO ge j " | x(1) | ]dt.
to
Pas nu toe het lemma wvan Gronwall met

w= @) k= STNR(O) s v = e

Volgt: *Y e )
ge {(t=t
T 1x(6)]] < ™I IX(0) | |e 0

et "
k)] <™ O|[R@)]] - e"lreeT)E,

Daar wij & willekeurig klein kunnen kiezen volgt

[x(e) || » 0.

Stelling C. ZijIE en X gedefinigerd als in stelling A, met ||6]| + 0
voor t + =, Als er een Ap bestaat met Re(kp) > 0, dan bestaat
er op zijn minst &&n oplossing X met lim X = =,

4 -poo

Bewijs: (zie bijv. Roseau).
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Men kan na transformatie de differentisalvergelijking schrijven als

)
T = Aphp 151 B, 55

Re A1, Re 12, s»eg R& A, > 0,

k

Re Ak+1’ +ssy Re An < 0.

Vermenigvuldig voor p < k met E;, voor p > k+l met - E§ en tel op
(neem hierbij re€le delen):

L S L I H T I MO IR

p=1 prk+1 p p=1
2 e
Re(A ), |” + Re{ Z a Z B, E; ! ¥
p= k&1 p=1 Pz W2 p=k+1 p
121 Blp i

Aangezien Bip willekeurig klein worden, kunnen wij stellen dat voor
t >t

0
14d v 2 2o, 2 - < 2 _ o 5
23t {p£1 e, p=£*1 te 171 2 {PZT le, | pm£*1 le, 173

CoTumeds eerste groep is positief, Re { } is willekeurig klein.

Als nu de vorm tussen { | op het begintijdstip t, positief is, dan
2e(t—to)

k n k n
I S L (R LR P I LA T i & :
p=1 k+1 p=1 p=k+1

ggmerking. Er bestaan vele verscherpingen, raffinementen en speciale
gevallen van bovenstaande stelling. Zie bijv. L. Cesari.

Vergelijking met periodieke co&fficiénten (stabiliteit van periodieke

oplossingen),
Van de zeer uitvoerige theorie vermelden wij hier zonder bewijs de
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Stelling van Floguet. 7iJ %% = A(t) * X
A(t+T) = A(t) continu.

Er bestaat op zijn minst &&h niet-triviale oplossing

met de eigenschap
X(t+T) = & X(t),

A # 0 een constante,

Enige resultaten van de Floguet-theorie:

Analoog aan het geval van constante co8fficidnten kan er een matrix
gedefiniéerd worden, waarvan de n-eigenwaarden An de multiplicatieve
constanten bepalen.
Wij hebben: asymptotische stabiliteit als lAiI <1

stabiliteit in de zin van Liapounoff als Ikil <1

instabiliteit als |A]| > 1.

Merk op dat indien wij eenroglossing X(t+T) = Ap X(t) hebben, dit
. . .. P Ty -
equivalent is met X(t) = e © P(t); P(t) = P(t+T). fy?g%{é de

karakteristieke exponenten, gedefini&erd door Ap = P

r (t+4T) r o
Tmmers: X(t+T) = e © P(t+T) = e P X(t), inderdaad.

Moeilijkheid in praktijk is het construeren van de basisvectoren

waaruit de karakteristieke matrix kan worden bepaald.

Voorbeeld.
. dzx,
Verg. van Mathieu ——-2- + EG + € cos et:[x = 0,

—  gtabiliteits~
"

/

— zones
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Hoofdstuk VIII. Stabiliteit van niet-lineaire systemen

ax _

Wij beschouwen eerst A als een constante matrix. Voorts

Fl|

lim X

X0

= 0, uniform voor t > O.

Stelling van Poincaré-Liapounoff.

Als de eigenwaarden Ap van A voldoen aan
Re(xp) <0 D= 1,0ee,n

dan is X = 0 een asymptotisch stabiele oplossing, d.w.z. er bestaat
een verzameling DO’ de oorsprong bevattend, zodanig dat indien
X(0)e Dy, dan geldt

lim X = O,

+ -

Bewijs. Definiéer de fundamentele matrix ©o.

dae

'a-E=A<I> o(0) =1
t

X(t) =0 » ¥ + j o(t=1) » P(X(1),7)dt1.
0

Wegens ¢ + 0 gals t + = kunnen wij stellen

llol] < x & w>0, k> 0.

t
)] <% - [e]] - ™+ kJ HET L [ Ipx(n) ) | far.
0

Daar ++§++ + 0 als ||X|| + O kunnen wij stellen:

gegeven € > 0, dan bestaat er een § > 0 zodanig dat

F
HEH < ae (Ixll <o
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Stel dus nu ||¥|| < 6, dan kunnen wij, zolang ||X|| < 3 (en er is zeker
een tijdsinterval waarin dit waar is, wegens continuiteit) schrijven:

x| < x| J] [ j; 1) |x(o) | far.

Met het lemma wvah Gronwall volgtl

]| < x)je] e ®eet,

Als wij dan £ < p hebben gekozen en ||¥|] < %, den vlijet |{x|] < ¢

voor alle t > O &n

1im ||x}| = 0.

)

Opmerking. Wij kunnen zelfs een beschrijving van DO geven. u is de
kleinste eigenwaarde. k is een constante die slechis van
metrix A afhangt. Gegeven de eis & < p, dan volgt uit de
vorm van ¥ de waarde ven &, en dmsruit ||¥|] < % .

Voorbeeld. Q’% * U & 4 wezf =¥, o, N g >0
e dat at

dat
gelineariseerd:

yae)‘t }\Qv&vul‘?maﬂo

A, o= 3en #\AZ - bu®)
1@2 b
.

Y= x5 ue =%, Re(r) < 0.

dx, dx, 2
dt' o= XQ; _a.g._. = ..,uxe - 31 % f(x1 ,x2)~

. kY . .
Als  lim v = 0 dan 18 x, = x, ® 0 gtabiel.
x| -0 TTXT] to2

Gegeneraliseerde stelling van Poincaré -Lispounoff.

7ij & = (o + Be)]X + P(X,8), met B(t) > O sls t > o en P+ 0
als ||x|| » 0.
Als de eigenwasrden van A alle negatief relle delen bezitten, dan bestaat

er een Do, de oorsprong omvettend, zodanig dat indien X{0)€ DO er geldt
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lim X = O.
S
t t
Bewijs: X(t) = 0(t) - ¥ +J ¢(t-1) + B(r) * X(1)dr +J o(t-1) *+ F at
0 0
[e)]|] < x e™*
|F|] j_%i 1% ] voor [x]| < s
|18]1 i_%g‘ : voor  t > tg
0
HﬂliHWH;m+keth T IB(0) || |]x(r)]lar +
o ,

t t
+%e§“j e“nmmT+%wﬂtje“nmmT
t 0
0
%o
Sl < fellell +x | IR - x(0)] fax +
0

t

1 0 HT >1 t Ut
+Esj e Hﬂhﬂ+gej 71 |x] |ar.
0 t
0
Volgt met lemma van Gronwall
=(u-e)(t-t)
x| <ce .

Het bestaan van de integraleg tussen de accoladen volgt weer uit

grovere afschatting ||B|| j;El 0 <t < = levert

—(u—c1—s)t
[zl < x[[¥]]e

als bij lineaire systemen met variabele coéfficiénten.

Opmerking. Als men in plaats van de gestelde eisen slechts stelt dat
oplossingen van gelineariseerde vergelijkingen naar nul
gaan als t > =, dan is niet-lineair de stabiliteit niet

verzekerd., Dit demonstreren wij aan een voorbeeld van Perron:



dx dx

1

dt

;o de ._,._,2. . Py S 1 g 2
el P (~ 28 + sin 1n t + cos 1n t)x2 + x7,

66

1

Men ziet dat B(t)¢¥§> 0., Toch gasn de oplossingen van de gelineari-

seerde vergelijking - 0, Men vindt:

AMsnuil«<?2<1+ 3 en e, # 0 den is lim x

Immers neem rij getallen tn

Gelinearisesyd:

Niet-lineaive
oplossing:

s
v

[ S

B ot gin 1ln v

0

f
dr > |
J

t e (2/3"

x. = o e 8t
1 1 + 0 als a > 2.
- t 8in In t - 2at
X, e e
x, = C15~at
. , t .
x = et gin ln § =~ Qat(e " c2 e T sin ln TdT).
2 2 i Io
i ,
= o0,
2

k Rt

- e(en + 3)n

n °
-1 gin 1n 1
Tl & ' ar
t & -
1

tnew(2/3)n = Q2 - (1/3!!, tnew = 2o -(1/2311’

(1

tﬂﬁﬂ?/ﬁﬁ)is sin ln t < 0 en |sin in 1] 2.33,

In het interval(t e,
zodat dus
B it ™"
o7 Bin ln T 2~e§t s e B .
Dus t i
n . it e

{ st sinlnt, o &5»(2/3k N ﬁuw]‘

Pl 0] n
Nu is sin In tn = 1

e

tn sin l1n tn - Qatn

fn

)

t

. t_(1=2at+de™)
-7 8in ln T n tn(e~(2/3m - e,

dr > e
0
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Wij geven nog zonder bewijs een tweetgl uitbreidingen:

Stelling. Z7ij g A(t) * X + P(X,t)

A(t) periodiek; ++%++ ~ 0 als ||x]|] » 0.

Als alle oplossingen XO van
dXO
5o = At) : X,

nsar nul gaan voor t -+ «, dan gaan ook alle oplossingen

X+ 0 voor t - =,

Het bewijs berust op constructie van fundamentele matrix voor

periodieke gevallen.

. Lo 8X
Stelling. 21iJ 3 A+ X+ F,

X
als ||X|| + 0, dan bestaat er een oplossing X - « als t » =,

Als A temnminste &&n positieve eigenwaarde bezit en ++E++ + 0

Bewijs zie b.v. Roseau.

Opmerking. Wij hebben niet gesproken over het geval, waarin A &én
eigenwaarde heeft met het reéle deel 0. Dit is zeer -

delicaat, Zie bijv. Roseau.
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Hoofdstuk IX. Directe methode van Liapounoff

Liapounoff-functie. Zij -a-%——l-'- = fi(t’ Xiy eees xn).

Def. S, verzameling [tO <t <=, ||x|] <] .

fi zijn re€el en continu in SO’ voorts is asan alle exigtentie- en

eenduidigheidseisen voldsaan.

fi(t,o) =0 zodat X = 0 singulier punt is.

V(t,X) redel en continu in SCSD. 8: T<t<wypt, T

0
lx|] <85 0 <B<b.

V(t,X) bezit continue eerste afgeleiden, d.W.Z. %{»; %%7, i & 1yse0she
i

V(t,0) = 0 woor t > T.

V is positief semidefiniet in S als ¥ > 0 in 8,

W(X) {dus een V-functie, onafhankelijk van t) is positief definiet

gls W > 0 voor alle X # O en ||X|| < B.

V(t,X) is positief definiet, als er een positief definiete functie

W({X) bestaat, zodanig dat V > W in S.

Analoge definitie voor negstief semidefiniet en definiet.

V is begrensd als |V| <M, M > 0, in S.

Begrensde V heeft een infinitesimale bovengrens als er bij gegeven
e >0 een h > 0 bestaat, zodat |V| < & voor ||X|| <h ent > T, Dit
betekent dat V——30 als X—»0 uniform t.o.v. de tijd.

o _av, v e, F o,
at = Bt ;b ox; @b 9t g2 9% i

V' is dus de afgeleide langs een baankromme, als wij voor X de oplos-
singen invullen.
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Stelling van Liapounoff I. Als er een definiete functie V bestaat

met de afgeleide V' semidefiniet en het
teken van V' ongelijk aan het teken van V,
dan is X = O een stabiele oplossing (in de

zin van Liapounoff).

Bewijs: Neem V positief definiet. Dus er bestaat een W(X) zodanig dat
V(X,t) > W(X) > 0 in}|[X[] £ B; 0 < B < b;
T <t < = to T

V' (X,t) <0 in hetzelfde gebied.

Beschouw een oplossing X(t) met I[X(to)ll < B en laat Er,t) een
interval zijn, waarin ||X(t)|| < B. Wij kunnen hebben of t, = +»

1
of T :_t1 < o,

t
Nu J V' x(t),tlar = v[x(t),t] - v[x(T),T] < 0.
i

Dus 0 < V[x(t),t] < v[X(T),T].

Neem nu € > 03 O < € < B, laat I de verzameling zijn van X zodanig dat
e < ||x|]| < B. Min |W(X)| = u > 0. Definider een gebied van beginwaarden

zodanig dat voorI1|X(T)fl A, V(X(T), T) < u er volgt

[

W(X) < V(X(t), t) < V(X(T), T) < u.

V(X(T), T) < u kan altijd wegens continuiteit van V en V(t,0) = O.
Noodzakelijk moet X < €, want W < V < u voor t = T, zodat het niet kan,

dat 4 < W.

Stel nu dat initi&el ||X(T)|| < A, dan kan het niet gebeuren dat

|1x(?)|| > € voor t > t, > T, want dan zou gelden

2
u o> V[X(t),t] > W(X) > Min W(X) > u,

dus contradictie.
Bijgevolg ||X|| < e voor alle t en dus stabiliteit in de zin van

Liapounoff.
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Voorbeeld van toepassing.

dx'l
Y g = (o = B) * Xyt Xy
d'x2
BW*(Yma)'XT‘xg O<y<B<u
dx
0 s = (B =~ v) JE TR
Stationaive oplbijv.: X, = % = 0 x, = ry = constant,> 0
Btel dus nu: X

Tﬁ;{'e‘k‘c’;;xzﬁﬂ;xggﬁﬁ

Y%ﬁ(a»ﬁ)%

dn

B3 = {y = m)(wa +E)

&L= (- y)(xy + &

¢ &t

Gelineariseerd stelsel verselijlingen:

ag

Q0 ,
Y w 4] £0 constant
dno
B = (y = a)rogo dit is het gemakkelijkst
op te lossen door bijv,
de ..
O , &, te elimineren,

Keraskteristieke vergelijking:
2 1 2 \
AD ol ro(Y - 0)(B Y)_] e 0.

_ o 12

Dus A, =0 en Ay, 3 imeginair, vant — rg(y - a)(B - v) <0,

Van alle drie eigenwaarden is het rele deel dus nul. Dit is het geval,
wasrvoor wij geen stelling van Liapounoff-Poincaré hebben afgeleid en

het verkrijgen van resultaten zeer moeilijk is.



T1

Nu directe methode:

V = 9%1- 2;2 + %I n2 + {acg + Bn2 + Y[2I'OE + 52“2'

V is positief definiet.

o-8
Y

av BV dE , 3Van, BV ar _ .
& “3Ea Tamam T e - 2leeel cavieg 4 )

+2{...} * 28n '1;5“(1'04' )t +2n-—‘§-§;1 -u(ro + &)

w
QI.
<

+ 2{...} 20g o

Opmerking: Als wij alleen V = {ace + Bn2 + Y[?rog + 52]} hadden
genomen, dan was ook V' = 0, maar V was alleen positief

semidefiniet, want {...} kan nul worden.

Dus aan de eisen van de stelling is voldaan, bijgevolg is de oplossing

£ =n=¢ = 0 stabiel in de zin van§Liapounoff.
Merk op dat de vorm van V uit de hemel valt. De hele moeilijkheid van
de Liapounoff-methode is ook inderdaad de constructie van V, waarvoor

in het algemeen weinig richtlijnen zijn te vinden.

Stelling van Liapounoff II. Als er een definiete functie V bestaat,

met infinitesimale bovengrens, zodanig
dat V' eveneens definiet is en ongelijk

van teken, dan is X = 0 een asymptotisch

stabiele oplossing.

Opmerking: in vergelijking met stelling I hebben wij hier twee extra
eisgen:
1) V uniform - 0 als X -+ O

2) V' definiet en niet meer semidefiniet.
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Stelling van Lispounoff III. Als er een definiete functie V bestaat

met een infinitesimsle bovengrens en
definiete V' en een X(t), zodanig dat
Hx(e)|| < b (b willekeurig klein} en
voor t > t? > TV en V' hetzelfde teken
kunnen hebben dan is X = 0 instabiel.

Bewijs ven stelling II en III bijvoorbeeld in Roseau en in Cesari.

Toepagsing I

dx

i oV .
"&‘%”"”&‘5‘;‘; i = 1,2;;&'0,11:

V is een willekeurige functie van Xys wovy ®, en differentiderbaar
wasrbij de afgeleiden continu zijn.

Nu is
8?

Lges ax dt E( 7%, 3 = V! positief definiet.

Dus: als V negatief definiet is, den is X = O stabiel.
als V positief definiet is, dem is X = 0 instabiel.

Toepassing Il.

62"5. oW
nmmméuﬂ- 2 e 'ﬂgﬂxﬂ"‘ 1= 1’2.3.
at 1
Beweging van een eenheidsmassa~punt in een potentisal-veld W(x1,x2,x3).
Wij veronderstellen W(0,0,0) = 0.
dx. dx.
i . Pia3 W :
& ° a3t Ta T Tk, 152930

Vo= W(x1,32,x3) * %(xﬁ + X 5 + xé) (som van potentiéle

kinetische energie).
3 ax. 6 ax. en
3W 3 + z . L - z (BW - oW

‘ i o] ———
Vo= A at -) = 0.
1 1

iml
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Dus V' is semidefiniet. Als W positief definiet is, dan is ook V

positief definiet en X = 0 is stabiel in de zin van Liapounoff.

Toepassing III. Conservatief dynamisch systeem.

da; oy %5 o

at Bp sa T T 8q;

i = 1,2,!'. ’n.

H is de functie wan Hamilton.

Z oH aF

= - p; T + [ 5o 3q; T Bp; da; *
PP o
a; api
9H _ 3H
7ij nu H zodanig dat H(0) = 0 en =~ = —— = 0 voor p, = 0, q. = O,
3pi aqi 1 1

Dan is p, = q. = 0 een oplossing. H = U + T, waarbij T, de kinetische
i i

energie, positief definiet is. Dus als potentiéle energie U positief

definiet is, dan is de oplossing stabiel.

Opmerking: Er is een zeer omvangrijke literatuur met verdere uitbrei-

dingen, verscherpingen en toepassingen van deze methode.

Stellingen van Poincaré-Liapounoff en de tweede methode.

Men kan met de tweede methode bijzonder elegant de eerder gegeven

stellingen bewijzen.

Beschouw:
at.
1 - e

Neem als voorbeeld het geval, dat Ai reéel en negatief is

lim Tr:g—l'r = 0.
llel]-o
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Beschouw nu

V= Ef b oees + Ei positief definiet met infinite-

simale bovengrens

ag. n n
qav 2 i 2 el
a . s £, wt = 2 AES # 2 £..
dat i£1 idt i£1 1’1 i£1 i7i
Nu is 1£51 < ellgl] voor  ||g]] <8
n % ) 2
dus | T el <ellelf®  woor  |[g]] <8
i=t

Bijgevolg bestaat er een omgeving ven de oorsprong, zodanig dat

%% negatief definiet is.

Dus asymptotische stabiliteit.

Nu gegeneraliseerde stelling van Poincaré-Liapounoff. Wij beschouwen,

terwille van de eenvoud, de vergelijking

dEi n ’ %
T % AE 5£1 sji(mj + £ (Eys snas E)
met 1lim S,i(t) = 0,
-
-
Neem weer V= Z §i¢
i=1
n n n n
1 av Z 2 ¥
= o = MES 4+ ) B, ) B (t)E, 4 ] E.Fse
2 dat 32 L jaq 3t 321 ji J o aq 13

Wegens het naar nul gaan van 8 bestaat er een T zodanig det T <t < =

en |} £ ) Bss éjl < sligllg dus als A, redel en negatief, dan hebben

wij onmiddellijk de asymptotische stabiliteit. Vpor het geval Re(xi) < 0,
is het bewijs iets ingewikkelder,maar ook langs deze weg te bereiken,
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Het geval Re(A.) = 0, Re(A ) < O, n > 1.

Wij gaan nu, volgens Liapounoff's tweede methode, dit geval beschouwen,
waarvoor wij nog geen stelling van het type Poincaré-Liapounoff hebben

afgeleid. (Andere gevallen van dit type onderzocht door Malkin.)

Efi = Z a..x. + f.(x); £l 0.
dt 1373 v X

Wij beschouwen fer vereenvoudigingtxp reéel en alle verschillend.

levert:
ag. )
— N
T xjgj + fj{€1 ave zn).
Zij nu
) g? .
n n
av 2 M ..
=2 T a5 +2 ] g.f.Zijour, =0,2 <0 (A>1).
dt jeq 11 jep 11 I n .
Wij schrijven:
n
av _ o 2 >
STk (E g )+ 2 LOOGES + e £,
i=2
Neem nu el <6 »  zoaat |£}] <elle]l.

" De tweede groep van termen is negatief definiet.
Dus: als g1fTKg1 ewe gn) negatief definiet is, dan hebben wij stabiliteit.
Maar als £1f?l£1 PR gn) positief definiet is, dgn hebben voor

52 = 63 B o,ee = gn = 0 V en V' hetzelfde teken en hebben wij instabiliteit.
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Hoofdstuk X. De ontwikkeling van Poincaré

Inleiding. Beschouw de vergelijking van Van der Pol:

d2

dat

-

x=¢e(1 - x2)<%% ; € parameter met 0 < € << 1.

N

Wij zoeken een ontwikkeling ven x naar deze parameter, in
het bijzonder de periodieke oplossing, waarven het bestaan
reeds bewezen is (p. Lb).

Trans formeren tot integraalvergelijking{

t
= i + -t ! - —"' .
x =aycost+bysint+e IO sin(t-t')(1-x 2 o Ot

x(0) = x'(0) = b

ay 3 0
Wij kunngn tijdsoorsprong zodanig kiezen, dat b.v.vb0_= 0.
Voor de hand ligt de ontwikkeling

[e o)

N n -~

Z € xn(t) met xo(t) = a, cos t.
n&0

Dit levert de identiteit (wij veronderstellen, dat de ont-

wikkeling convergent en differentigerbaar is):

o«©

L elx = Xy * € [ sin(t-t' )[J - () e o )212 € EET at'.

Gelijkstellen van gelijke machten van e levert:
t
i - ! 888 '.
x = JO sin (t - ¢t )F(xo, X5 ’ xn_1)dt

Laten wij als voorbeeld x1(t) berekenen.
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t 2 2
X, =~ ag J sin(t=t')(1 - a% cos® t')sin t' at'

1 0 0
Daar (1 = ag + agfsin2 t')sin t* = (1 - & ag)sin t' - & ag sin 3t'
geldt
2, [ 2 [t
x, ==a{(1~1%a%)| sint' sin(t-t')at' - 1 a gin 3t' sin(t-t')at'}
1 0 o'}, N
2, ' 2 [*
=- 3 ao{(1 -3 ao)f [cos(2t'~t) - cos t]at' - & ag f [cos(bt'-t)
0 0

t
- cos(2t'+t)]at }= - 1 ao{(1 - ag){% sin(2t'-t)' - t cos t]
‘ 0

t
1}

0

i
Fi-a

t
ag[ﬁ sin(ht'-t)' - 1 sin(2t'+t)
0

2 1 2y _ 1 3r1 .
ag(1 - %’ao)t cos t - 3 ag(1, - & ag)sin t + g-aoﬂt sin 3t

L]
I
e

-% sin(=~t) - %-sin 3t +'% sin ﬁ]

1 1 2 1 1T 2y . 1 3,3 . 1 .
1573 a0(1 - E-ao)t cos t - 3 a0(1 - E-ao)31n t + 5 aOEE sin t - 1 sin Bt].

I

X

Wij zoeken een periodieke oplossing. Fén manier om een reeks periodiek
te laten zijn is elke term periodiek te laten zijn. Dit betekent:

seculaire termen alle 0.

De amplitude van de oplossing is hiermee vastgelegd.

Men zou dan krijgen
X, = 3 sin t - ! sin 3t
1k In ’

Gaan wij echter X n > 1 na, dan komen de seculaire termen terug. Wij
moeten ons dus meer vrijheid verschaffen en ons uitgangspunt herzien.
Misschien heeft de periodieke oplossing niet de periode 27. Bovendien

convergentie?!
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Laten wij opmerken dat wij, naast een zorgeloosheid t.a.v. de conver-

gentie, met grote willekeur te werk zijn gegaan.
Wij kennen de periode a priori niet. Zij deze %1 « Wij vermoeden
W0) = 1. Wij kunnen dus slechts stellen

x(t) = x(t + %1), w onbekend.

Onder de veronderstelling van convergentie van de reeks is dit:

enxn(t) = 7 enxn(t +
n=0 n=0

2n
—)

Hr~18

Dit behoeft niet te betekenen xn(t)“? xn(t + %1), want een reeks van
niet-periodieke functies kan best een periodieke functie opleveren.
Voorbeeld:

cos(1+e)t = cos t cos ¢t - sin t sin et =

=cos t - et sin t --% sztzcos t + %-83t3sin t o+ oes s

Zeker is de algemene term niet periodiek met periode %EE , de som

echter wel.

Wij gaen nu de fundamentele behandeling van Poincaré volgen met enkele
moderne modificaties. Historisch bezien bestaan er verschillende
methoden (b.v. Lindstedt) die echter veelal hun betekenis hebben

verloren.

Ontwikkelingsstelling ven H. Poincaré

Fr bestast een aantal verwaterde versies. Om de mogelijkheden en

beperkingen te zien, geven wij hier de algemene formulering.

Niet-lineair probleem. %% = £(X,t,e)
(Km0 = %

£(X,t,e) is te ontwikkelen, d.w.z. voor 0 <t < %,
kan in een gebied ven X,e f worden- ontwikkeld in

convergente Taylor-reeksen naar X - £(t) en naer €.
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Opmerking. De ontwikkelbaarheid stelt een eis aan de vorm van f,
waaraan vaak automatisch is voldaan, omdat f een polynoom
is. Bovendien speelt bij autonome systemen het tijdsinter-

val niet mee,

Genererend probleem.,

ag _
-d? - f(E,#,O)
[E:[t=0 =&

Wij beschouwen een oplossing £, gedefiniéerd voor 0 <t f_t1 binnen

het gebied, waarin f te ontwikkelen is.
Stelling. Voor voldoende kleine ¢ en
IIXO - EOII <E ey (cO constante)

bestaat er een functie X, welke voldoet aan het niet-lineaire

probleem en te ontwikkelen is in een convergente machtreeks
w 0
x(t,e) = § P2 (e); x(%(8) = g(e)
n=0

voor O < t < t1. De reeks is term voor term differentiderbaar

en

De convergentie van beide reeksen is uniform in O <t <t

1
Volledig bewijs in Roseau. Eenvoudige formulering in Davies &

James. Schets in Minorski. Ook in Coddington & Levinson.

Bewijs van de ontwikkelingsstelling van Poincaré voor twee dimensies

(enigszins schetsmatig).

Wij transformeren eerst:

X~ £ =1
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az 8¢ _
2w o2 = £(2HE, t, €)
az
-d-.'E= f(Z+£s ts E) - f(gs ta O)
Hzl] <ecge
t=¢o 0

Wij schrijven dit in de vorm

dz
dat

ca(z, t, €), daar £ = £(t).

Merk op dat G(0,t,0) = O.

In twee dimensies nu:

ax

T = 0(xyst.e) ; |x(ty)] < e e,
%% = ‘p(x3Yat9€) 5 lY(to)I < € C2

Ontwikkeling:
ax _ p.ar , dy _ p qr
it z apqrx yE 3 at Z qurx yE
apqr en qur zijn functies van t, voorts aOOO = BOOO

G(0,t,0) = 0).

Formele reeksontwikkeling.

x = Z snxn(t) 5 Yy = z enyn(t)-
n=1 n=1

= 0 (immers

Substitutie en gelijkstelling van machten van e levert

dx,

-

at . *100%1

+ + o

%510%1 001

dy1
7 = f100%1 ¥ Bo10v1 * Boor
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dx B ,
-2 = q X +o. ¥y +uiu =
at. n00™n On0’n n’ n n 71

dyn
— : + + : =
at BnOOxn BOnOyn n? Vn n' M

met beginvoogwaarden xn(to) =3 yﬂ(to) =n .

u (t,x, eesX
"o

v (t,x ceX

_1QY1$""yn_1)

1oYqseres¥y )

Het systeem is recursief, dus Xys Fys vees X5 ¥ kunnen stap voor stap

worden bepsaald.

Wij definiéren thans een majorerend systeem.

ax
a"‘_E‘ F(X, 3’3 t, 5)
dv —
—d% = P(X, Y o€ )
- e r pr o -
F=) L =) qurx met Ajoo = Byoo
> B >
pPQr | pqu ’ pqr ‘qur'
Wij ontwikkelen:
x = Z € X 3 ¥y= Z e ¥,
dig .
— 28 +
. T " Aooka * Bono"n * U
dy_ _ _
dt = BnOOxn + BOnOyn + vn
x (tg) = £ ¥y o(tg) = n .

Eigenschappen van het majorerend systeem:

X =X en y

daar voor t = to a n n volgt voor t

= 0 en voorts

=to
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ax dx ay &
dt dt 9 dt dt- EE R EEEEEEEXS

Er yolgt, t.g.v. de continuiteit, dat in tj <t < t+S

Ix1' <;1 ; ‘y1‘ <§:1 20000000 es 000 (II)

mesr dan is opnieuw (I) waar, zodat wij kunnen uitbreiden, totdat
(I) en (II) waar 2zijn in tg St <t d.w.2. het interval, waarin de

ontwikkelingen van ¢, ¥, F en P gelden.

Men gaat hiermee door voor X5s Yoo enz., totdat uiteindelijk door
inductie geldt '

ax a?:'n ay, d}?n
w | T 3 a | at
x| <%, vl <7,

Dus wij hebben formele majorerende reeksen.

Keuze van majorerende functie.

Laat nu ¢ en ¥ te ontwikkelen zijn woor [x| + |y| < e, € < €ge

Het is duidelijk dat

o | <= 18l <=3
R par T

immers, de termen van de reeks apqrxpyqsr moeten begrensd zijn. Als nu

lo_ _|0P*%T < M dan is san de begrensdheid zeker voldaan, dear

pgr 0
|x|p |y|q maximaal m.pnqpp q ismet méin =1, m > 0 enn > 0.

Beschouw nu de functie

Az

B
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Voor |x| + |y¥| <p ene < €y hebben wij de convergente reeks

De coéfficiénten van deze reeks voldoen

Wij kiezen nu

F=P=M[§_gl+%j'

PO i
F1=M Z [—-“Sw}-r--l-e—-] .
, n=1 0

Deze voldoen a fortiori.

Stel nu:

Oplossing is:

Overigens is

1+ % +y L E
p €
0
1 XXy _E
X+y e _ .
p EO

- t = log { 3 + c.
(¢ + 1)
80 p at dt
x(0) = € c, y(0) = ¢ cye

Bijgevolg is

Wij hebben nog:

1

x =7y + s(c1 - c2); z(0) = ":[E_
0
c, -c
- =L .12

¢ = - log {———]}
¢ {(su +1)?

o

aan alle eisen.
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zodat uiteindelijk:

(€ +1)°  (en + 1)°

+
1l
(]
vy
1]
|_.
Ty
]
n
|+
X
n
i
Wl
N
]
gLl

e 1
£ +(2-E)€

(a2

i i
o= oj—
T ST

] £

N n
I+ |+
L

= o™
B | 1
N L

Als nu 4k < 1, dan volgt de limietontwikkeling. Wij nemen het
- teken, opdat £ + 0 als k + 0 (d.w.z. € > 0). )

Er volgt een eonvergente ontwikkeling

- _ 1 1.2
€—2k+'Ek +oo.
met de conditie Comp
£l 2ep <% .
(ep + 1)

Conclusies. Voor 0 < t < T en € voldoende klein convergeert de reeks

=18 % e yeltT,

Bijgevolg convergeert absoluut en uniform de reeks
_ n - n
x - Z e Xn y z € ynt
Hetgeen te bewijzen was.

Ons resultaat bevat een beperking t.a.v. tijdsinterval. Deze heeft twee
oorzaken
1) De veronderstelling, dat f ontwikkelbaar is in 0 <t <%,

2)Dgeisk<%.
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Stel nu dat wij hadden t1 = », bijv. bij een autonoom systeem. Blijft
k <-&. Maar deze legt een beperking op aan de tijd die voortvloeit uit
een vrij willekeurige keuze van de majorerende functies. De vraag is
of een betere techniek van bewijsvoering deze zou kunnen wegnemen,
met andere woorden, of een andere keuze van majorerende functies
misschien minder stringente eisen aan het tijdsinterval zou opleggen.
In elk geval hebben wij de ontwikkeling bewezen, geldig in een eindig,

nader te preciseren, tijdsinterval.

Resumerend en paraphraserend nu:

%% = £f(X, t, €)

zij f(X, t, €) analytisch in X en € voor ||X|| < »p
e 2 e, lt-—tolf_h

dan is X analytisch in € voor ¢ :_e:-en |t - tol < T

Periodieke oplossingen van de vergelijking van Van der Pol

2
E—%-+ x=€(1 = x2) %% .
dat

Wij zoeken naar periodieke oplossingen, waarvan de periode a priori
onbekend is. Desondanks zouden wij de ontwikkelingsstelling onmiddel-
1ijk kunnen toepassen en de onbekendheid van de periode later kunnen
uitwerken in de periodiciteitscondities (oude methode). Dit geeft
nogal onoverzichtelijke berekeningen, met als resultaat wel een
convergente reeks en een periodieke oplossing, maar seculaire termen
in hogere benaderingen. Dit is bezwaarlijk, want voor de berekeningen
kapt men de reeks af en dit heeft tot gevolg dat in elke eindige
benadering de oplossing niet-periodiek is. In het oorspronkelijke

- werk van Poincaré had dit geen praktische bezwaren.
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Wegens de grote periode van astronomische verschijnselen. Zie voor

uitwerking van oude methode Davies of James.

Moderne elegante methode was gesuggereerd door Krylov-Bogoliubov,
verder uitgewerkt door Malkin., Wij volgen hier Roseau. In feite is

het analoog aan de Lindstedt-procedure, maar nu op gezonde voets;-

Wij weten dat er een periodieke oplossing bestaat, met periode

. (vooralsnog onbekend)

g , w=w(e).

w
: . a%e .
Aangezien lim x = £ en ——§-+ E=0 1s
e~>0 dt

w(0) = 1.
Wij voeren nu een transformatie in van de variabele:

wt =171

1§-= 1 - €Ny N begrensd, als € »~ O,
w

Vergelijking van Van der Pol transformeert nu als volgt

2
a4 _a dr _ 4 2 d%x _ 2, ax
at arat YT v 7 tx= we(1 = x7) art
drt
dz‘ 2, dx
B+ x = g{nx +\[1 = en (1 - x7) af& .
art t

Deze vergelijking voldoet wederom aan de eisen van de ontwikkelings-
stelling van Poincaré. Wij gaan dus een ontwikkeling naar e zoeken

van functies van de nieuwe variabele T.

Wij merken op: n en beginvoorwaarden zijn nog onbekend. Wij eisen een
periodieke oplossing met periode 2m (dankzij transformatie

is de periode nu bekend).
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Periodiciteitsconditie:

T
. . ax y
X =a5cosT+bysint+e J sin(t - T')fﬁx;a?,n,sjdr'.

Omdat

x(t) = x(t + 2n), geldt

T+en ax
IT sin(t - T')fEX,fE?,, n, €] dt' = 0.

Wij kunnen de tijdsoorspong nog zodanig transformerén, dat

x)

dar =0

Lx]r=0 = a(e) zodanig dat oplossing periodiek is.

Men kan nog rigoreus bewijzen dat

o0

. n .
n= Z €n, convergeert voor voldoende kleine €.
n=0 -

In de toepassing van de ontwikkelingsstelling van Poincaré stellen

wij nu
do
n
X=ajcos T+ ) x (1)
n=1
dxn-
met conditie EE;—jT=O = 0,
n
n=1
Dus:
n
a= ) ¢ a met xn(O) =a.
n=0
Beschouw

2, dx
f=nx + \/1 -¢en (1 - x) ey
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n -—
met x = Z £ xn(T) Xy = @, cos T
n—
n = z sﬂn
n=
Er volgt, dat f = z enfn convergeert
n=0
ax
- 2 0
fo no¥o * (1 - I
ete,

Substitutie van deze reeks en van de reeks voor x", die dankzij de
ontwikkelingsstelling uniform convergeert, levert na samenvoeging een
uniform convergente machtreeks in €, die gelijk is aan nul. Dit kan

alleen als co&ffici&nt - van elke macht van € gelijk aan nul is.

2

d xn i
5 + X, = fn_1 , n >0,
ar
dxn
(dT_)T=O =0, (xn)t=0 =8y

Voorts levert de ontwikkeling de periodiciteitsconditie in de vorm

T+27
J sin(t - 1) £ ar' = 0.
T

Er volgt successieveli jk:
2 .
0

= 1 = : 1 i . 1 3 .
n=1: f =a cos T + ao(ﬂ-a 1)sin 1 + T 8 sin 31,

o~ 2"
'Periodiciteitsconditie levert

ng = 0 a, = b,
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Er volgt:

- 3 i 1 @
X, =a, cos1r+-£-s:.n1—tsn.n31,

waarin a, nog onbekend is,

sin 1T + 3a1 sin 31 - 3 cos 31

_ 1
n=2: f —(2n1+-&-)cosr+2a 5

1

+ % cos 5t.

Periodiciteitsontwikkeling levert

T]1-"-=89 31-0,

zodat volgt:

x2=a2cosr+—%-cos 31‘-%6-003 5.

a, is nog onbekend.

n = 3: f2 = 2n2 cos T + (243,2 + -,})sin T + (3a.2 - %g—)sin 3T

35 - T s
+ 5 sin 5t - 15 sin Tt
De periodiciteitsconditie leidt tot n, = 0 a, = = %- .
Dus:

x(t) =2 cos 1t + e(% sin T --E-L-sin 3t) + 82[-%003 T

+—?—6-cos 3t -—-gg- cos 51] S
1 _ 1.2
2 - 1 + 8 € + 2909
w
1 1 2 ~ t
-_= 4+ B oe B e m——
w 1T T LB
16
Men ziet dus: 1) een convergente ontwikkeling zonder seculaire termen.

. . 2 _ 1 2
2) gecorrigeerde periode: — = on(1 + gE * ven)e

3) gecorrigeerde amplitude:
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Opmerking: Men kan op dezelfde wijze de meer algemene vergelijking

2
Q;% + x = ef(x, %%, €)
dt .

bestuderen. De ontwikkeling van de theorie is letterlijk dezelfde.
Wij hebben geprefereerd de vergelijking van Van der Pol te behandelen,

omdat dan de zaken meer tastbaar en overzichtelijk blijven.

Een niet-autoncom probleem

De methode van Poincaré is ook toepasbaar op problemen van het type
2

§;§,+ x = ef(x, %%, wt, €).
dat

Wij zullen de behandeling geven aan de hand van een concreet voorbeeld.

2

+verg. van Duffing: Q_% + x = e{- x3 + h cos wt} h constant.
dt
Gegeven zij
() = @
ax
(_ 0

at’t=0

Wij zoeken naar een periodieke oplossing met periode %1. Immers, het
systeem is inhomogeen en wordt aangedreven met deze periode. Het zal
blijken dat de periodieke oplossing bestaat, als w een bepaalde waarde
(functie van €) heeft. Dit treedt overigens ook op in een lineair

systeem, zoals omnmiddellijk volgt uit voorbeeld:

d2x
-5 + x = €h cos wt
at
t
Xx =g cos t + ¢h J sin(t = t')cos wt' 4t'.
0
Er volgt
2
X =g cost + E-eh(— 5 cos wt + —3 cos t).
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Voor een oplossing met periode %E-moet dus a + —Efzi- = 0.
w =1

Wij zullen bij de niet-lineaire problemen analoge resultaten zien,

echter ook een nieuw phenomeen.

Dit eenvoudige voorbeeld laat straks een wijziging zien, die wij in de

methode moeten asanbrengen bij niet-autonoom systeem:

De oplossing kan een phase-verschil hebben t.a.v. de aan-

drijvende kracht. Wij moeten dus nu invoeren:

T =wt - ¢,

Dit levert
5 2

T S e
2
drt

+ h cos (1 + ¢)}.

Wij voeren weer in

1 -
< = 1 -~ €n.
W
Volgt: i
d2x 3
—5*+x= efnx + (1 = en)[- x° + h cos(t + ¢)]}.
dr

De vergelijking voldoet weer aan de condities van de ontwikkelings-

stelling van Poincaré‘, zodat wij kunnen invoeren:

o

I " (1)
n=0 - *n '

]
0

©
]
e~18
m
-©-
=]

Dit resulteert in een convergente reeksontwikkeling

f=nx+ (1- en)[— x3 + h cos(t + ¢)] = Z elr .

n=0 n
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3
o~ "o%o ™ *o

Hy
L}

+ h cos(t + ¢0) , etc.

X = a cos T
d2xn
2 s fn--1 » >0
ar
dxn
X =0, I =0 voor T = O,

Voorts hebben wij de periodiciteitsconditie. Daar:

T
X=acosT+E€ J sin(t=t')f(t')dt’
0
moet
T+27T
J sin(t - t')fn at' = 0,
. :
Uitwerking:
f =n,8@cosT = a3 cos> 1 + h cos (t + ¢,.)
0 0 0

ng & cos T + h cos ¢p COS T = h sin ¢O sin 1

- %-a3(cos 3T + 3 cos T).
fo = (nOa + h cos ¢0 -4% a3)cos T - h sin ¢0 sin 1 - %-aB cos 3T.

Periodiciteitsconditie levert

3.3 _ . =
Ny + h cos ¢O -fa = 0, hsin ¢0 = 0,

¢0 = 21k, maar een phaseverschil van een veelvoud van 2m is triviaal, dus
% =0

3.3 _
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Hieruit volgt als oplossing

=1 -
x, 5 a ( cos T + cos 31)

g cos T + €x1 + o

X
T = wt o -l—=1—e—( 83 - h) + ... .
> 2 n

In de volgende benaderingen komt een phaseverschuiving ¢ # 0 te voor-

schijn.

Resonantietrillingen (verg. van Duffing)

Wij kunnen ook het probleem omkeren: gegeven een aandrijvende frequentie
w, wat is de oplossing? Laten wij eerst kijken naar de oplossiﬁg van
het lineaire probleem:

x=agcost + l-sh{— —2 cos wt + ——EL——-cos\t}.

2 w2 - 1 w2 -1

AMlsw=n=0,1, 2, ... dan hebben wij een periodieke oplossing met
periode 2n. Maar als w = 1, dan is de amplitude =. Dit is resonantie:
wij drijven aan met de frequentie van de eigentrilling van de homogene

lineaire vergelijking.

Laten wij nu het niet-lineaire probleem bekijken in het geval van

resonantie, d.i. meer in het algemeen:

L. 1 €
2 o Mo
Wij zoeken nu naar de periodieke oplossing met periode %Eu Dus de

= constante.

amplitude is nog onbekend.

2

i:% +x = e{nox + (1 - sno)[f x> + h cos (v + o) ]}
X = z enxn(T); $ = Z en¢n; Xy = &g COS T.

n=0 n=0
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_ . _ Y .o ax,
[X]T=O =a= nZO €a,s (dr)r=0 = 0.

Tevens geldt de periodiciteitsconditie.

Uitwerking:
npx * (1 - eno)E— x3 + h cos(t + ¢)] = X ele .
n
n=0
= 3
n=20 fy = (nO o h cos ¢, - ﬂ-ao)cos T - h sin LN sin 1 ~ ﬁ-a cos 3t.
n n. 3 . .
n=1: f=ng L e x + (1 - eno){—(z € xn) +h cos ¢ cos T - h sin ¢ sin t}.
Merk op: uitwerking van periodiciteitsconditie op fo levert ¢ = 0.
Dus: cos ¢ = 1 + O(e ) sin ¢ = €9,
Er volgt:
f, =n.x, = Bigx + n x3 - nhcos t - ¢.,h sin 1.
1 01 0™1 070 0 1
Er volgt: )
d2x1
5t X, = fo , levert met bovenstaande condities
drt
3.3

¢O=O; noao+h-'ﬂao=o

™
l

1 %33 0(- cos T + cos 31) + a, cos T.

Dus is de eerste benadering
3.3 .
L 8 - No8g ~ h = 0.

Er is dus zeker minstens &én reéle oplossing aye

Daarmee volgt:

H
i

= x1[n0 - 313] + nQExg - hcos 1] = ¢,h sin 1

| 3.2
{a1 cos 1 + 32 ao( cos T + cos 3T)}{n0 -3 ao(cos 21 + 1)}

+

nb{&(cos 3t + 3 cos r)ag - h cos T} - ¢1h sin t.
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_ 1.3 3.2 12, 32
f1 = (a1 E ao)(no 5 ao)cos T + 35 ao(nO an)cos 3t

3

- T;(a1 - %5 ag)ag(cos T + cos 3T) =~ %5?% a5

0(cos 5T + cos T)

+ N4 (%-ag - h)cos T + &-ag cos 31} - ¢1h sin T.

Periodiciteitsconditie levert:

¢, = 0.
(2, - 35 20) (g = 3 85) - F ag(a; = 35 89) = § 35 % = O-
2, [ng %a(z) -';'5”6‘18 %’Iag
3 2
o =lpa3 0 2%,
o~ % %

Subharmohische resonantie

Niet-lineaire resonantie kan zeer gecompliceerd zijn. Wij signaleren:

d2x dx
—5 t+tx= uef(x, EF> + H cos nuwt

dt

l§-= 1 - €n, n begrensd.
w

Als p voldoende klein is, bestaat er een periodieke oplossing met

. il . .. . el s
periode %—; dus %wperlode van de aandrijvende frequentie. Dit is sub-
harmonische resonantie. Zie Roseau voor Poincaré's  methode en

Minorsky wvoor overzicht.
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Hoofdstuk XI. Methode van Van der Pol

Inleiding asymptotiék.

Convergente machtreeksontwikkeling:

n

m
lim ) e”x" bestaat.

m>e n=0
Asymptotische benadering:
x = 50 + 0(e)
= - €0|| < ec, c constante, 0 < e < €g.

Asymptotische mathtreeksontwikkeling:

n=0 )
T n.n m
i‘x - Z £g Il <egec, 0<e < €g*
n=0
n n_n
Hierbij behoeft lim )} €7€" niet te bestaan.
m>e n=0

Veelal ook de bijna equivalente definitie
£(e) = o(e™)

f(e)
m

ofwel 1lim
>0

< ¢, c constante.

Dus benaderingen, die almaar beter worden naarmate € kleiner is,
maar voor eenkleinee # 0 een fout bezitten, die niet willekeurig
klein kan worden gemaakt, maar wel minimeal door gebruik van een

optimasl aantal termen.
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Methode van Van der Pol (intuitiéve: afleiding)

2
-é—g + x = ef(x, %%),
at

dus autonome vergelijking.

ax _ .. v _
EE =V 3 at = - X + ef(x,y).

Transformatie: x = a(t)cos t + b(t) sin t gesuggereerd door

geval € = 0,

y = -a(t) sint + b(t) cos t
Substitutie:
da. , ., db _
cos t T + sin t i 0

. da db _ .
-sint - +tcost o= ef(a cos t + b sin t,

-8 sint +bcos t)

of uiteindelijk:

da _ _ € sint flacost +bsint, ~a sint + b cos t)

dat

&
dt

e cost flacost +bsint, —a sint +bcost).

Eerste constatering: daar f(x,y), X en y begrensd zijn, geldt

da _ db _
Fro o(e) , i o(e).

Tweede constatering: rechterleden kunnen worden opgevat als functies
van a, b, t en zijn als functies van t periodiek.

Dus Fourier.reeksen:

- sint flacost +bsint, ~asint +becost) = %-¢0(a,b)

) ¢n(a,b)cos nt + ) Eﬁ(a,b)sin nt.
n=1 n=1
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cost flacost +bsint, —-asint +bcost) = %-wo(a,b)

+ )} vy (a,b)cos nt + )} ¥ (a,b)sin nt
n n
n=1 n=1

da _ g1 ° ® - )

e €.§¢0(a,b) + ) ¢n(a,b)cos nt + g ¢n(a,b)31n nt}
n=1 n,—1

b e{lw (a,b) + E v (a,b)cos nt + E ¥ (a,b)sin ntl.

dt 27072 n £, o

n=1 n=1

Van der Pol redeneert nu als volgt: daar a en b in een tijdsinterval

ter lengte 21 weinig veranderen (%% = 0(e), %% = 0(e)), kunnen de
oscillerende termen niet belangrijk zijn. Immers, over het tijdsinterval
21 kunnen wij ¢n en wn nagenoeg constant beschouwen, en dat betekent

een lineaire aangroeiing van a en b met t, plus een oscillatie om deze
aangroeiing.

Van der Pol poneert, dat men in eerste benadering kan stellen

da

=1 oo -

ab _ 1

2an
¢0 = - %; J sin 1f(a cos T + b sin 7, - & sin T + b cos T)dr

L
2 0

2m
l-w 1 cos 1f(a cos T + b sin 1, - a sin T + b cos T)dr.
270 2n 0

Men kan nog stellen
a=Kcos 6, b=Ksin 6, waarbij

K de amplitudefunctie en 6 de phasefunctie is.

x=Kcos (t -8), == ==Ksin(t - 0).
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Daarmee volgt:

r2m
%% = - %glio sin T f[x cos T, - k sin t]dr
ren
a8 _ € .
k il Jy cos T ffk cos T, - k sin t]dr.

Men merke op: een periodieke oplossing kan men hebben, als k en 0
constant zijn dus als de rechterleden nul zijn. Men
herkent de eerste benadering van de periodiciteits-

conditie van Poincaré.

Bovendien: Zij k = ko, zodanig dat %% = 0, Men kan het gebied (zo dit

bestaat) van beginwaarden k bepalen, zodanig dat k - ko als

t > o,

Voorbeeld: Vergelijking van Rayleigh

2
d"x - dx.3 dx

Dus: f = £(y)

dk _ € an 3
— o —— i {a(= i - B(= i
% = o JO sin 1t {oa(- k sin 1) B(- k sin 1)}ar
2n
ae _ e . 3 .
k== =25 jo cos 1 {~a(~ k sin 7)° + B8(- k sin 71)l}ar.
Uitwerking levert:
dk _ 1 3 .2
dt—eek{s—-):ak}.
de . .
k Ty =0 - 6 1is constant, = 0, als wij stellen
dax
(&), _ =0
t=0

dx _ .
Immers i k sin (t - 9).
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. _\/h B
Voer nu 1in « ko = 3

ak

at
dk _ 3 2 2
3t —--gocsk(ko - k%)
Dus k = :_ko is een

g S —_— <«——  stabiele periodieke
N . .
-kO ' ko oplossing.

Resumerend: Wij krijgen op een snelle wijze de eerste benadering voor
de limit cycle en informaties over de stabiliteit ervan (dit
moet nog verder worden bewezen (Roseau)). Wij gzullen later
zien, dat verdere uitbouw van deze aanpak in staat is veel
meer te leveren en een wepktuig geeft om verschillende
nieuwe phenomenen te onderzoeken. Inmiddels echter hebben
wij de methode slechts intuitief beredeneerd en het wordt

tijd om haar beter te funderen.

Fundering van de methode van Van der Pol (naar Roseau)

Beschouw enerzijds de vectorfuhctie X(t) met
(Xiao = %o

ax
rra ef(X,t,e),

waarbij f(x,t,e) periodiek is t.o.v. t met periode T.

Beschouw anderzijds geassocieerd systeem £(t)

()0 = %o

T

e
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In de methode van Van der Pol was X = (a,b), T = 2r en £ resulteerde

uit vergelijking voor de eerste benadering.

Probleemstelling hierboven is echter veel ruimer en voor uitgebreidere

toepassing vatbaar.

Stel voorts: voor |]X - Xoll <4, ¢ 2 g

af ofy ~
w=sw {11, 1111, 11210
J
Wij gean onderzoeken het verschil van X en &:

. ,
X, + € J £lx(t), T, e)]dr

>4
1}

0 0
t
E=X,*e¢ JO £le(t)]ar.
rt
X(t) - g(t) = ¢ (£(X(t)s 1, €) = £(X(1), T, 0))dr
‘0
Pl -
+ € (f(X(T)a Ty 0) = f(E(T)Q Ty 0))ar
‘Q
¢t
te | (£(g(t), T, 0) = £(&(1))dr.
0
Afschatting van integralen:
€
£(x(t), t, €) = £(X(t), T, O) + J %ET de"
0

€
[12(xX(t), 15 €) = £(X(1), T, 0O)]] _<_JO |35 ae < me

t
dus I'J (£(X(1), 1, €) = £(X(1), T, 0))dr|| < eMt.
0
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Op dezelfde wijze
X

£(X,1,0) = £(X.,T,0) + J L ax
0 3%
X
0
& ar
£(E£,1,0) = £(X,,7,0) + == a&X'
0 X
X,

Dus

t toXee o,
1]} tetxter,m0) - stetmonal < [ 11 e el

t
<M J X(t) - g(t)]|at.
0 .

Analoog, maar iets bewerkelijker:

t
HJ (£(£(1),7,0) = F(E(T)))|] < aMT + WMPTet
0

Dus:

t
[1x(£) - &(t)]]| < eM J [x(t) - g(r)|]ar + ef{oMT + (sMPT + M)et}.
0

Met lemma van Gronwall volgt:
[1x(t) - g(t)|] < e{amT + (WMPT + M)etlexp (eMt).
Wij hebben dus als resultaat

|1x(t) - &(£)|]| = 0(e) woor 0 < t 5_% .

Dit resultaat, voor de methode van Van der Pol, levert het bewijs van
de asymptotische eigenschappen van de oplossing. Tevens is het echter
basis voor vele andere onderzoekingen (theorie van synchronisatie, zie

Roseau) .

Wij hebben dus een asymptotische benadering in een zeer groot tijdsinter-

val. Maar formeel mogen wij niet t - «.

&
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Toch kunnen wij nog onafhankelijk laten zien, dat t.a.v. de periodieke

oplossing geen beperking geldt.

Op het oorspronkelijke systeem kunnen wij immers de methode van

Poincaré toepassen.

0

X= ) €% (2 (4

n=0
I
dt ? at n=1
T
per conditie: I £ dat = 0.
o B
(0) ()
f.o= £(X st,0) - £(X ,t,0)dt = 0.
0 0 0 0

Maar dit is de periodieke oplossing van het geassocieerde systeem, dus

oo

) ! X(n)(t) < ec,
n=0

x - x$0) o

want de reeks convergeert uniform,~als f san de eisen van Poincaré
voldoet wvoor alle tijd.
(Dit veronderstelt echter iets meer dan wij oorspronkelijk van f hebben

gedist ),

Voorbeeld van toepassing: vergelijking van Van der Pol.

2
Q;% +x = g1 = x2) %%

dat
x =k cos (t = 9).

Van der Pol-benadering:
2

dae dk 1 k
E.E-ﬂo ) dtzzek(1-(§))

dus er is een periodieke oplossing met k. = 2 + O(e), overeenkomstig het

0
eerder gevondene.

Integreren levert bovendien:
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zodat wij ook de wijze van benadering van de limit cycle vinden.

Ulteindelijk:

zet
: + cos t + O(e).
{1+ %-ag(eet - 1)}?

x(t) = a,

Uniform in 0 < t < — , ¢ willekeurige constante.

mjo

Alhoewel wij niet 1im mogen nemen, kunnen wij stellen, dat et een

willekeurig groot Ez%al is. Dan wordt

k = 2 + willekeurie klein getal.

Werk van Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky

In de eerste benadering identiek met Van der Pol, maar men start

direct met
x = a(t) cos P(t).

K-B-M hebben bovendien een procedure uitgewerkt voor systematische
constructie van hogere benaderingen. Deze is zeer bewerkelijk (prac-
tisch niet erg nuttig).

Bogoliubov-Mitropolsky en Mitropolsky hebben de methode verder uit-

gebreid tot niet-autonome svstemen.

Inhomogene Van der Pol-vergelijking (Resonantie)

dx s(x2 - 1)2£ + w2x = E sin wt.
dt2 at 0

Gedwongen trillingen. Als € - O hebben wij lineair

g;g-+ ng = E sin wt
dt

x = A cos wot + B sin wot + C sin wt.



Substitutie levert C(wg - w2)

Wij kunnen hebben A = B = 0, als x(0) =

_ _ E
- E > C b w'2"'-_""w""2 [ ]
0
_ wk
0 en x(0) = 5 5 .
wy = W

Wij gaan nu voor de volledige vergelijking de mogelijkheid van perio-

dieke beweging met frequentie w onderzoeken.

a(t) cos wt + b(t) sin wt

X

X = - aw sin wt + bw cos wt

da,
—= c08 Wt

dt

Friekd

&

e(1 - x2)y - ng + E sin

-V - - R a
Fry + WX 3t w s8ln wt + at w cos wt

Elimineren levert

da _ sin wt ¢ 2 2 2
v - Sl renny Le(1 - x%)y + (0" - wo)x

db _ cos wt 2 2 2
TSl [e(1 - x%)y + («° - wo)x +

Stel nu dat W - wg = ¢\ (dus dicht bij
dan hebben wij een systeem, waarop onze

Geassocieerd systeem is:

da db

It € 3 F T oev
1 21 /w >
$ == J sin wt {(1 = x%)y + xx +
0
1 en/w 5
Y =5 j cos wt {(1 - x%)y + \xx +e

0

voor

+ db sin wt'= 0

wt

e(1 - xe)y - (wg - wg)x

+

E Sin wto.

+ E sin wt]

E sin wt].

de resonantie) en E = ce,

stelling van toepassing is.

e sin wtlat

sin wtlat.
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Uitwerking levert:

da _ ; 1,2, .2 _A. e
= ie{a - E‘(a + b%)a - =b - w}
ab _ 1 1,2 2 A

% le{o (e +D )b+wa}.

De periodieke oplossing volgt als

e{>
K
(=)

i
Elo
(]
o

ag{t - (a2 + bg)} -

€ |>
©
o
]
o

1 2 2
vo{1 - (ag + )} +
Merk op, dat b, # 0 en a, # 0. Voer thans in k = ag * bg # 0.
Wij hebben door eliminatie
k(1 -1 k) =24
I w 0

A e
;‘k""wboa

Kwadrateren en optellen levert: -

2 1..2 . A22 _ ,e2
k(1 -1 k)" + (w) k© = (w) k.
Uiteindelijk:
1 .02 . A2 _ ,e\2
k(1 - 0%+ G = 7.
Deze relatie is moeilijk verder te analyseren anders dan bijv. grafisch

of numeriek.

Rest nog de analyse van deze singuliere punten.

e =a - a, b=b = bo
2 2 _wp =2 — = 2 2
a + b =a" +b + 2aa0 + 2bbo + ag + b0
&y 122 .22 s s s oo+ a2+ 02) (3 P e
i = iefa + ag -E(a + b+ 2aa, + Zbby + oAy + bo)(a + ao) - (b + bo) - w}
do =

12 =2, o - 2
+ bo - E(a + b° + 2aa0 + 2bb0 + ag

+ bg)(’E * by) + % (2 + )}
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Gebruikmakend van de relaties, waaraan &, en b, voldoen, volgt:

0
da _ 1 5= _ 1 (.2 L .2vT . o2, g A=
ab _ 1 = 1 2 o0 . - — 2 A=
e lelo - T ((ag + bg)b + Zaagb, + 2bby + cen) * = al,

zodat de gelinearizeerde vergelijkingen luiden:

da _ e 12-_ Aoy + Mg
i te{(1 TE-3 ao)a (2 aobo + w)b}
D -tk 1. dan - YF
gt = {01 - g & - 50000 - (5 agdy - Dlal

De karakteristieke vergelijking is

1 1 2 1 A
(1 -gk-ge)-2 - (zagby * ) o
1 A 1 1.2
- (Zaghy = ) (1-gk-3b) -2
Uitwerken:

1 2

(1-Fk-5a2)(1 - pk=gb) = (2-101+2% = {Falvl - D% =0

1

12-(2-}:))\-«-(1--&-1:)2

)2 = 0

-%k(1-7}k)+ (%

A2 - (2-k))\+(1--,1-k)(1 -—%k)+(£‘;)2 0

A =%{2-ki\/(2-k)2_’h~(1 -%k)(1 -%k) - h(%)E }
r = gl-x - 2) 2\ - aB®

Wij constateren dat wij een limietpunt voor t - +~ hebben en bijgevole
(ook voor de niet-lineaire vergelijking) een stabiele oplossing, onder
de volgende condities:

2
1) k> 2 als F-adZ <o

2) k> 2 en tegelijkertijd

2 2
K > 2 +\ /%-- u<£-)2 , als-;li-—-— u(i-)z > 0.
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Hoofdstuk XII. Relaxatietrillingen

2
Inleiding. Beschouw nu-2—§ + uf(x)gﬁ +x =0, p > 1, De relaxatie-
—_—— il dt2 dt
trillingen zijn in karakter nogel verschillend van de eerder

bestudeerde periodieke oplossingen voor u << 1. Daar hadden wij
een genererende oplossing van een lineair probleem verkregen

voor § + 0. Hier volgt voor u + « een triviaal probleem

dx .
fdt ~ 0.

Men kan echter ook transformeren

_.a d _4d a
TEMY at  ar "
2
1J20L_(_3.__é_ 1+af( )__+x=0,
dr
Kies bijv. 20 = 1 + a~>»a = 1, dan volgt
2
WBEZ e B+ x=0-
art

en de genererende vergelijking zou zijn

2
ad"x ax
,'t—-é"l' f(x) Fr3 0.
dt

Kiest men echter a = -1, dan zou de genererende vergelijking
zijn
dx

f(x)a?"'){:o.

Wat nu nemen als uitgangspunt? Fet blijkt, dat de oplossing
uit stukken bestaat, die elk van é&n van deze genererende

vergelijkingen afkomstig zijn.

Werk van Liénard (1928).

d ax

at2

+f()"—_+x=0a
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1) £(x) begrensd op eindig x~interval

2) £(x) = £(-x)
3) £(0) < 0
X .
L) F(x) = J f(u)du > 0 voor x ¥ x, > 0

0

5) P(x) monotoon stijgend met x voor x > X,

Bijv. v.d. Pol f(x) =~ (1 = xg)é voldoet aan 1), 2) en 3).

F(x)=-x+—;-x3 ) >0 voorx>x0$\[3-
1.2 / . =
= x6§ x° - 1) en monotoon stijgend.
. . . d ,dx £ _
Wij schrijven EE(EE + uF(x)) +x = 0.
ax ey, o
gt T uFx) =y, g = - X
Stel ¥y = HEZ.
ax _ a1
g =ula -F@L F=-ga

zodat volgt

{z - F(x)}%ﬁ = - — X,

Linkerlid bevat. y niet meer expliciet, rechterlid is klein voor

begrensde x. Er volgt

{z - F(x)}%}% = o) = o.

2
; H
A - P B
N\ |
' !
1 2z = F(x) '

- ! ol Lo
g Xy 0 % X, x
! ! ax
| ’ E == ufe - w(x)}

— g e
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Hoofdstuk XIII. Asymptotische methoden bij niet-autonome systemen

Inleiding. Door Bogoliubov-Mitropolsky is de K-B-methode gegeneraliseerd

tot niet-autonome systemen van het type

2

9%, 2 = ef(t, x,-%% )s
dt

waarbij de afhankelijkheid van f t.0.v. t een periodieke

functie is. Het gmat dus om stationnaire processen, resonan-
tie, e.d.

Anderzijds is door Mitropolsky de. studie ondernomen van
niet-stationnaire processen, vergelijkingen, waarbij para-
meters bijv. langzaam varidren met de tijd, zonder periodiciteit.
Dit is een nieuwe ontwikkeling in een klasse problemen, die

tot nu toe nogel verwaarloosd werd. Wij gaan een indruk geven
van Mitropolsky's werk, waarbij wij ons beperken tot de theorie

van de eerste approximatie.

Problemen met "langzame tijd". Het gaat om vergelijkingen van het type

%:; (m(ﬂ%%) + cf{1)x = eP(x, %{-, T)

T & £t

Men kan stellen, dat formeel de limiet voor € - 0O Levert

0) (0) = 03

0(0)%0) & e(0)x

ofwel trillingen met frequentie \/ﬁ%%% en periode Qn\/%%%%-.

De co&fficisnten variéren langzaam t.o.v. de periode van deze genererende
oplossing.

Men kan bijv. denken aan een systeem met variabele massa m(t), stijfheid

c¢{t) en niet~lineaire effecten. Het boek van Mitropolsky geeft een groot

santal voorbeelden.
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De methode van Mitropolsky (eerste benadering)

Introduceer, als bij de K-B-M-methode,

x = a(t)cos ¥(t)

ax _ ;
ol aw(t)sin ¢
w(t) = c(r) "instantane ‘eigen frequentie".
m(t) *
Er volgt:
dx _ da - .
dt-dtcosd;-asmwdt— aw sin Y.

g.___ ay , dw(T)m
d(m %) = mw sin ¢ mav.mcosnpdt a sin ¢ el

Substitueer dit in de vergelijking

=Inw sinxp%‘%—mawcosw%-asinwgg + ca cos Y = eF,

da 5&3 dmw 1
w—— _-:—... -..—_.-’--—- - —
3t sin ¢ + a cos ¥ gin ¢ a cos ¢ el

da _ _2a_ dmw € -
-a-{;--—-mmsm wdt mF31nw+a31nwcosw( w) =
__&a_ .2 dmw E_ . 1 2

= - —sin tpa—t—-mwFsmw,daarmw(c-mw)r-‘o.

dy a dmw

o
l
J

dt——E-J31nwcoswa-£——am~Fcosw+£——ac032w+aw s:mew

ay . a_ . dmw______
a(dt—w)——mw sin § cos == - = F cos ¥

t
%—% -w = -g% . Dus ¢ = 6 + J w(et')dt'. Hiervoor schrijft Mitropolsky:
0

Y78+ wt.

Uitvoeriger genoteerd:
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%% = - Ez?%IT?T {a sin2 v %?-(m(T)w(T))+ F(a cos ¢, -aw sin ¥, T)sin ¥}
B & o {sin § cos ¥ * 3= (m(t)u(1)) + Pla cos ¥, -av sin ¥, T)cos ¥}.
dt mZTSwZTS dt

De rechterleden zijn periodiek in ¢ met periode 2w. Wij formeren weer een
geassocieerd systeem, waarin de rechterleden gemiddeld zijn over de periode:
da, £a d € 2" .
Fraaie 55??757?7'5E'(m(T)w(T)) ~ (e lxY jo P(a cos ¥, -aw sin ¥, T)

sin ¢y 4y

F(a cos ¥, —~aw sin ¥, T)cos ¥ av.

g@- £ JQ’H

at 2mm(t)w(t) 0

Mitropolsky stelt, dat deze vergelijkingen de eerste benadering: voor

e -+ 0 van a en 0 leveren.

Fundering van de methode-Mitropolsky

Mitropolsky geeft in zijn boek bijzonder uitvoerige bewijsvoering, waar-
bij niet alleen de eerste benadering, doch ook de door hem ontwikkelde
benaderingen van willekeurige orde worden beschouwd. In wezen is alles
echter terug te voeren tot de stelling, die in hoofdstuk XI over de
methode van Van der Pol werd bewezen, zoals wij nu zullen illustreren

aan de hand van de eerste benadering.
(K] *
Schrijf: P =86 + 1t

t
£ = j w(et')at' (de afbeelding eindig veronder-
stellend, etc.)

>*
at dt

Er volgt:

}

§§¥.- - —EE {a %%ﬂ-sin? (£ + 8) + F(a cos (t +8), —auw sin(t +8),7)sin(t +8)}
dt mw

40

——-)(-
dt mw

- 5 {%g%-“i sin 2(t7+6) + F(a cos(t’+6), -au sin(t™+6),7)cos(t +6)}.
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Wij vormen nu een uitgebreid vectori&el systeem:

¥ > >
a = x1(t ) 6 = x2(t ) T = xo(t )
Er volgt:
ax *
== = ef(X,t )
dat

in het bijzonder

_drdt
at’® 9 e

|

w(t) °

Nu is f periodiek in £ met periode 27, dus de stelling uit hoofdstuk XI

kan onmiddellijk toegepast worden:

1% - g]] = o(e) 0<ts<?

£ a2n . 3% )
——=¢ £(X,t )dt £ met dezelfde beginvoorwaarden
at 0

als X.

Wegens de periodiciteit kurnen wij de integratie.variabele 6 opschuiven,

er volgt dan

2n
§%=EJ £(X,¥)dy.
dt

0

Uiteindelijk teruggaand naar t, volgen de vergelijkingen voor de eerste

benadering van Mitropolsky. Voor X levert dit een identiteit op.

Voorbeeld van een toepassing

Slinger met variabele lengte

g;-{mlg(r)%%} + 20:%% {1(t)x} + mgl(r)sin x = 0.

1(1) is de langzasm vari&rende lengte. T = €t, € tijdschaal voor de
lengte-variatie. m = massa (constant), o wrijvingsco&fficiént, even-

eens klein, zodat wij stellen
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Voorts een kleine smplitude, die wij benaderen met

sinx;x—%-x3

en welke ook met € gemeten wordt:

\’E Xe

"
It

Er wolgt:

mgl(r)'; = eF

¥ g%‘ﬂ;ﬁ?’ g51(c) 2+ o(e)

X =8 cosy 3 V= wt + 6

ax _ . _ ,
Eewumn o\

Door toepassing van de methode van Mitropolsky en uitwerking volgt

&l
A
P~
N’
g
Nt
+

§

ds g 1 _dﬁl___
we-lgriTae
-du'-g- 4 sy e ae

at 16

Zij voor t = 0, a = Y 9 = 0, Er volgt:
- { (0)} exp{... E T drt }
0 ' n g 12155

1 T 2
9 =-~1~3-J w(t)a(r")dart.
0

Verdere uitwerking in Mitropolsky.

Verdere uitbreiding:

Mitropolsky breidt uit tot de vergelijking

d dx ax
¥ {m(t) E‘T:-} +e(t)x = eF (1, 8, x, 3¢ )

et; F is periodiek in 6 met periode 2m.

6(t), zodanig dat %‘% = v(1).

T
0
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Dus sandrijving met een langzaam varirende frequentie en overigens
langzaam vari&rende andere effecten. Dit brengt met zich mee de studie
van resonantie als een instationnair verschijnsel. De methode wordt
aangepast maar berust op hetzelfde principe. Uiteindelijk bestudeert

Mitropolsky systemen met meerdere vrijheidsgraden.
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Hoofdstuk XIV. Asymptotische ontwikkeling volgens Krylov-Bogoliubov-
Mitropolsky

Zij gegeven

Do
82, W =er(y .. le} << 1
dt2 dt

De limietovergang voor € + 0 leidt weer tot x = a, cos P met ag constant,
Y = wt + 0.

Krylov, Bogoliubov en Mitropolsky geven aan hoe men de oplossing x
d.m.v. een oneindige asymptotische reeks kan benaderen, zodanig overi-
gens, dat de eerste term van de reeks met de:  reeds eerder gevonden
Van der Pol-benadering overeenkomt. Voor dit doel introduceert men de

formele ontwikkeling

X =a cos ¥ + eu1(a,W) + ezue(a,W) + eee + emum(a,w)
da _ 2 m
" EA1(a) + € Az(a) R Am(a)

ay 2 : m
rrdal i eB1(a) + g Bg(a) + see + € Bm(a).

Doel is alle grootheden zodanig te bepalen, dat ]E'- xi asymptotisch
zeer klein is.

Door K-B-M is aangetoond, dat dit mogelijk is, en dat voor de door hen
gegeven constructie van X geldt:

Ix - x |= o(e™*t).

Men merke op dat de ontwikkeling van ¥ nog in dit stadium volslagen

willekeurig is: a = a(e,t), dus u, kan b.v. cos ¥ bevatten, die dan

1
weer bij a cos ¢ zou horen. Om dit eenvoudig te maken spreken wij af:

en sin ¥
J up(a,w) QY =0 P = 1,2,00.,m.

0 cos ?_ o
Men berekent nu achtereenvolgens %% en é—% door differentiatie.
2 dat
Daarin komt wvoor é§3 S , etc., die men weer berekent uit ég’ bijve
dat dt2 dt

2 dA da da 2
d a 1 2 2 da 2 1 3 a4~y
r— 532 —r— — 6w = —_— 2ee & - 8

5 {e aa + € da }dt € A1 i + € Analoog 5 » €Nz

dat
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Uitwerking levert op:

g;§‘+ wgz = e{- 2wA1 sin ¢ - 2waB1 cos P + w

dat oy

1 + w2u1} +

dA dB

2 1 2 1y,
+ e {(a, 3o - @B; - 2waB,)cos ¥ - (2wA, + 24.B, + ah, 3— )sin ¥

32u1 82u > 82u
+ 2(.01-\.18 PE 2&)31 -5 + w

+ w2u2} P S T

Beschouw nu ef(x, dt)’ wij nemen aan, dat f kan worden ontwikkeld in

Taylor-reeksen naar x enfﬁf“'gg . Volgt:

dt
- & . 2 .
ef(x, X) = ef(a cos Y, -aw sin ) + € {qux(a cos ¥, - aw sin ¢) +

ou 3

+ (A1 cos ¥ - aB, sin P + w EE—Oﬁ% (a cos ¥, - aw sin w)} +€° ...

1

Gelijkstellen van machten van € levert nu:

9 u ’
w2( LR, ) = £.(a,P) + 20A, sin ¢ + 2waB, cos ¥
8¢2 1 0 1 1
fo(a,w) = f(a cos ¥, -aw sin ¥)
2 82“2
w=( +u.) =f (a,p) + 20A, sin ¥ + 2waB, cos ¥
3¢2 2 1 2 2
£, = f1(A1,B1,u1,a,W) = f1(a,W) recursief.
2 8211n .
w <a¢2 + un) = fn_1(a,w) + 20A sin § + 2waB cos ¥
f is recursief.
n-1 ,

Wij merken nu op dat de oplossingen u slechts dan bestaan, als de rech-
terleden orthogonaal zijn met sin ¢ en cos V.
Er volgt:

fo(a,w) = goo)(a) + Z {g( )(a)cos oy + h( )(a)51n ny}.
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g\ (s)

RGN )
A1 T h"] (a) 3 'B1 = -
u,(a,¥) =.l§{ géO)(a) . 7 g, (a)cos ny + hr21 (a)sin ny }
w n=2 1 = n

Hiermee zijn A, en B, bepaald, i.e.

f2m
J f(a cos ¥, -aw sin Y)sin ¢ 4y
0

=3
[}
§

ol
1

27r
1 o
1= e jo f(a cos ¥, -aw sin Y)cos ¥ AP

Tevens u. als functie van a en VY.

1

Dat het systeem volledig recursief is blijkt o.a. uit beschouwing van U
Opdat deze bestaat, moet weer orthogonaliteit gelden. f1 = f1(A1,B1,u1,a,w),
Ais Bpo oy

Er geldt dus:

zijn nu bepaald, dus £, = f1(a,W), periodiek in V.

a2t
A= -5 J f1(a,w)sin v Ay

2 2149 0
1 27
B, = - 5= Jo f1(a,w)cos ¥ ay
en een Fourier-reeks voor uy.

Men kan zo doorgaan tot L die dan expliciet is gegeven, en een relatie

voor A en B oplevert.
m m

Rest nog te bepalen a en Y. Deze volgen uit

da _ m

Fr eA1(a) $ eee + € Am(a)

dy _ m

rraal eB1(a) P Bm(a),

waarbij de rechterleden nu ondubbelzinnig zijn bepaald.

Beperken wij ons nu tot m = 1, dan vinden wij terug de eerder geconstrueerde

eerste benadering, echter met dien verstande, dat nu, volgens K-B-M
X =8 cos ¢ + su1(a,¢)

% - x| = 0(e® t).
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Dit is met het eerder gevondene (zie hoofdstuk XI, methode van Van

der Pol) niet in strijd. Immers, toen hadden wij

X = a8 cos Y

o |3

];-—xlr-o(s) 0 <t <
Voor dit grote tijdsinterval is in de nu gevonden benadering
[x - x| = o(e)

zodat het geen zin heeft eu, mee te nemen.

Echter, voor kortere tijdsintervallen 0 < t E_T*.is

[x - x| = 0(52) en dus x = a cos y + eu,
wel zinvol.

Merk uiteindelijk op: Zij a = a, = constante, zodanig dat
m
8A1(a0) + 4es * E Am(ao) = 0
dan definigert @it een periodieke oplossing en

- m
Ter fundering van de K~B-~M-ontwikkeling moet nog worden sangetoond
dat inderdaad

% - x| = o(®*t)

Voor de zeer bewerkelijke bewijsvoering verwijzen wij naar het boek

van Mitropolsky.
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